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PRESENTACION

Estimada y estimado estudiante:

Me es grato darte la bienvenida al nuevo semestre que estds por iniciar. En la Direccién
General del Colegio de Bachilleres del Estado de Quintana Roo, estamos comprometidos con
el desarrollo educativo que recibiras durante el bachillerato; por ello, el cuadernillo que ahora
posees, es producto de un esfuerzo y trabajo conjuntos entre los docentes y los responsables
de las areas académicas de nuestras oficinas centrales.

Si bien es cierto la pandemia trajo consecuencias negativas, ello no representa un
impedimento para no cumplir con nuestra labor educativa, razén esencial de nuestra gran
instituciéon. Por ello, hoy mas que nunca, la labor académica es vital para alcanzar nuestro
principal objetivo: tu formacién escolar que contribuya a consolidar tu proyecto de vida.

El contenido de este Material diddctico del estudiante, te permitira ejercitar los contenidos
de tus diferentes programas de estudio. Por supuesto, estaras respaldado por la asesoria y
seguimiento de cada uno de tus docentes y autoridades educativas. Cada una de las personas
que laboramos en el Colegio de Bachilleres del Estado de Quintana Roo ponemos lo mejor de
nosotros para seguir caminando juntos para generar resiliencia y fortalecer las competencias
académicas y socioemocionales que nos permitan salir adelante.

Te invito a no bajar la guardia en lo académico y en el cuidado de tu salud. Trabaja
intensamente, con compromiso y con responsabilidad; sé responsable y perseverante, ello te
llevara al éxito y a cumplir tus metas. Te deseo lo mejor para este semestre que inicia.

Dr. Rafael Ignacio Romero Mayo
Director General
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INTRODUCCION

Nuestro compromiso es continuar generando estrategias que te permitan fortalecer los
aprendizajes de las diversas asignaturas, por esta razén ponemos a tu disposicién este
documento, el cual se construyé con la participacion de maestras y maestros del 4rea de
matemadticas de todo el estado, quienes con mucha dedicacién y esfuerzo disefiaron
actividades tomando en consideracién los aprendizajes esperados y las competencias de los
programas de estudio y que estamos seguros te permitirdn continuar con tu formacion
académica.

Es importante mencionar que, este cuadernillo contiene una serie de actividades que te
permitirdn alcanzar los aprendizajes esperados de la asignatura de Matemaéticas 3,
iniciaremos recordando algunos conocimientos previos del campo de las matemaéticas, que
adquiriste en tus semestres anteriores y que te serviran de puente hacia la comprension de la
aplicacion de la Geometria Analitica. Este bloque lo hemos denominado Bloque 0.

Esta asignatura se compone de 5 bloques que te ayudardn a resolver problemas que te
permitan percibir e interpretar el entorno espacial aplicando la Geometria Analitica y los
conceptos propuestos: Lugares geométricos en el plano, Linea recta, Circunferencia, Parabola
y Elipse. Cada actividad contiene una lectura previa que te permitird comprender los
contenidos principales, posteriormente encontrards las instrucciones precisas para
desarrollarla y la descripcién del instrumento con la que sera evaluada. Se hace énfasis en que
practiques el proceso de autoevaluacion, de tal manera que puedas reflexionar sobre las
dificultades a las que te enfrentaste y los aprendizajes que lograste al final de cada bloque, no
olvides tomar nota en tu libreta de todo aquello que observaste en tu proceso de aprendizaje
para que posteriormente puedas comentar con tu maestra o maestro.

También, considera dos herramientas basicas para el desarrollo de las actividades como lo
son: tener a la mano un juego de geometria o cualquier objeto que te permita realizar trazos
en tu libreta, asi como recuperar la calculadora cientifica del semestre anterior para realizar
algunos célculos matematicos implicados en las actividades.

Sabias que hay una App creada para el estudio de la geometria y que es totalmente gratuita y
la puedes encontrar en internet, te la presento, se llama GeoGebra, si cuentas con tu celular la
puedes descargar en tu Play Store (Android) o App Store (Apple) (aparece como graficadora),
verds que es muy sencilla y divertida de usar. Si no la puedes descargar no te preocupes es
Unicamente una herramienta de apoyo, la entrega de las actividades no dependera de su uso
y aplicaciéon. Observa el Anexo 1 al final de este material didactico, el cual contiene
informacion relevante para su descarga.

Te recomendamos dedicar un horario determinado de estudio ya que las realizaras a través
de la autogestion, encuentra un espacio en casa que te permita estar comodo y con el menor
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numero de distracciones, asi como revisa las instrucciones de cada actividad para completarla
con éxito.

Recuerda que las matematicas son importantes en tu formacion, pues promueven el
razonamiento, al mismo tiempo desarrolla tu capacidad de analisis, tu pensamiento critico,
tomar decisiones informadas e imaginar soluciones posibles a problemas. Algunas
actividades te pueden parecer faciles, otras quiza mas dificiles, pero no te desanimes, con un
poco de esfuerzo y perseverancia estamos seguros que podras concluirlas satisfactoriamente.

Finalmente, es necesario que te mantengas comunicado con tu maestro o maestra para
establecer las fechas y los mecanismos de entrega, asi como los criterios de evaluacién, no te
sientas solo, estamos para apoyarte y acompafiarte en este camino.

jExito!
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BLOQUE 0. Aprendizajes previos
Actividad 1

> Aprendizaje Esperado: Resuelve ejercicios de operaciones con nameros reales mediante la ley
de los signos y jerarquia de operaciones

» Atributo (s): 1.1 Enfrenta las dificultades que se le presentan y es consciente de sus valores,
fortalezas y debilidades / 4.1 Expresa ideas y conceptos mediante representaciones
lingtiisticas, matematicas o graficas.

» Conocimiento (s): Leyes de los signos / Jerarquia de operaciones

Lectura previa

e Leyes delos signos:

Cuando hablamos de leyes de signos, nos referimos a la aplicaciéon de los mismos en las
operaciones bdsicas, tanto en la aritmética como en el dlgebra, como lo son: la suma, resta,
multiplicacion y division.

Tabla 1. Leyes de los signos

Para la multiplicacion Para la divisién

Multiplicacién de dos elementos con Division de dos elementos con signos iguales
signos iguales es positivo: es positivo:
M=+t )=+ =+ 8 =+

Multiplicacién de dos elementos con

: . . Division de dos elementos con signos
signos diferentes es negativo:

diferentes es negativo:

Nota: Observa que para la multiplicacién y division de dos elementos las leyes de los signos son las mismas.

Ejemplos

1) (+3)(-2)=-6 2) (-4)(-2)=8 3) (-512=25" 4) (-5)3=-125"

5) -(-6)=6™ 6)
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*Un exponente entero positivo es un indicador de repeticién del factor base, asi en el ejemplo 3), el
exponente 2 indica que la base -5 se repite como factor dos veces, asi: (-5)2= (-5)( -5)=25

p q P
**En el ejemplo 4 el exponente 3 indica que la base -5 se repite como factor tres veces, asi

(-5)3=(-5)( -5)( -5)= -125. La multiplicacién de signos es binaria (en parejas), asi los dos primeros signos
negativos multiplicados dan positivo y al multiplicar este positivo por el tercer negativo resulta negativo.

***En la duplicidad de signos estando uno de ellos antecediendo un paréntesis, se aplica la ley de
multiplicacion. Asi, en el ejemplo 5 el menos que antecede al paréntesis toma el papel de un (-1) no escrito.
Asi, - (-6) eslo mismo que (-1)( -6), cuyo resultado es +6.

****En el ejemplo 6 se combinan leyes tanto de la multiplicacién como de la divisién, al tener un factor
repetido en el denominador.

En la suma, se suele confundir especialmente la simplificacién de dos elementos negativos,
colocandole al resultado signo positivo, al multiplicar equivocadamente sus signos.

Ejemplo:
-6-3=9 Esincorrecto; La suma de nameros negativos da resultado negativo. Asi,

-6-3=-9 Seria algo iloégico multiplicar los signos y sumar los niimeros.

Observa otros ejemplos:

1)  (+4)+(+5)+(3)=4+5+3 =12

N

-3-2-5=-10

W

4 (0)(-5)=0 El cero es un elemento neutro

)
)
) (-7)+(-8)=-7-8 =-15
)
5)

(O)(-4)=-36

Actividad 0.1.1

Instrucciones:

1. Resuelve en tu libreta los siguientes ejercicios propuestos.
Ejercicios propuestos:
1) (8+2)+32= 3) 43-2)+1= 5) (12+3)2-23=
2) 52-(36+9)= 4 (12)(3)+(54+6) =
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e Signos de agrupacién o jerarquia de operaciones.

Operaciones con signos de agrupacion.

Normalmente establecemos a los paréntesis como el signo de agrupacion de mayor jerarquia,
seguido de los corchetes y éstos a su vez de las llaves. Cada uno lo antecede un factor, que
puede ser un signo, un nimero o elemento algebraico.

Para eliminar signos de agrupacién, se deben reducir los elementos agrupados en los
paréntesis, luego los corchetes y finalmente las llaves. Es decir, de menor a mayor jerarquia.

Ejemplos

) -(-3)
=_5+3
=-2

2)  2{4-6)
=8-12
=_4

3) -{-4(-6+9)}

= - {24 - 36} Suprimiendo paréntesis

=-24+36 Suprimiendo llaves

=12

4) -6-7)-3-[4(-11+7)]}

=-5+ 7 - {3 -[-44 + 28]} Suprimiendo paréntesis
=-5+ 7-{3+44-28) Suprimiendo corchetes
=_5+7-3-44+28 Suprimiendo llaves
=-17

Reduccion de signos de agrupacion con contenido algebraico:
5) —{4x+[-3x-(5x—4y)+8z]}

=—{4x + [-3x —5x +4y +8z ]} Suprimiendo paréntesis
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=—-{4x - 3x —5x + 4y + 8z}

=—4x +3x + 5x -4y - 8z

=4x -4y -8z

Suprimiendo corchetes
Suprimiendo llaves

Reduciendo términos semejantes

6) - ECETx-2y) [+ {-[- Ry + 7x) 1)

=~ [7x+2y |} + -2y - 7]}
=—{=7x -2y} + {2y + 7x}
=7x+2y +2y +7x

=14x + 4y

Suprimiendo paréntesis

Suprimiendo corchetes

Suprimiendo llaves

Reduciendo términos semejantes

Reduccion de signos de agrupacion con contenido fraccionario:

7)

12-3 1+§ g+3
4 35 10

ul

_240 15 _40 30 12
20 20 20 20 20

167
20

)

3
15

|

5
Al suprimir el paréntesis, la fraccion 3 debe

2
multiplicar tanto a 3 comoa —y

10
recomendamos que siempre simplifique
cada vez que opere con fracciones. Recuerda
que la multiplicaciéon de fracciones es
directa.

Suprimiendo el paréntesis y simplificando
fracciones

Suprimiendo el corchete y simplificando
fracciones

En este ejercicio el denominador

comun minimo es 20 por lo que, tanto
enteros como fracciones se convierten

a veinteavos, que simplificados dan:
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Actividad 0.1.2

Instrucciones:

1. Resuelve en tu libreta los siguientes ejercicios propuestos.
Ejercicios propuestos:
1) 2x+[x—(x+y)]
2) 3a-[a+b-(2a+b)]
3) 2x- [ (x-y)-(x+y)+1]

4) X -{-Txy +[-y* +(-x* +3xy -2y*) ]
G

5 —— === |-|—=|lt=
3 |5 |2 (5 4 3

Evaluacion:

-

e Para evaluar las actividades 1.1 y 1.2 se utilizara el instrumento de evaluacién 1, revisa en la
parte posterior de tu cuadernillo la seccién de instrumentos de evaluacion.
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Actividad 2

> Aprendizaje Esperado: Utiliza la técnica de completar trinomio cuadrado perfecto para
reescribir ecuaciones cuadraticas.

> Atributo (s): 1.1 Enfrenta las dificultades que se le presentan y es consciente de sus valores,
fortalezas y debilidades / 4.1 Expresa ideas y conceptos mediante representaciones
lingtiisticas, matematicas o graficas.

» Conocimiento (s): Completar trinomio cuadrado perfecto.

Lectura previa

e Completar Trinomio Cuadrado Perfecto (TCP)

Desde la secundaria se ensefia la regla para elevar un binomio al cuadrado:

(a+b)* = (primero)® + 2( primero)(segundo) + (segundo)® refiriéndose a ambos términos del
binomio.

Escrito a manera de regla quedaria: (a+b)* =a®+2ab+b’.

El resultado de elevar un binomio al cuadrado se denomina “Trinomio cuadrado Perfecto”.
Asi, por ejemplo: (X —6)* = (X)* +2(X)(—6) + (=6)

(x—6)> =x*-12x+36 Este es un TCP
Caracteristica de un TCP: en el ejemplo anterior podemos observar que en el TCP
2
x> —12x+36, el 36=[_212} , esta regla se cumple para todos los trinomios cuadrados

perfectos de esta forma. Es decir, un trinomio de la forma x? +bx + ¢ serd un TCP si se cumple

b 2
c=|_
que [2:|

Instrucciones:

1. Sigue el ejemplo del llenado de las primeras tres filas, comprende el proceso y
completa la tabla en tu libreta.
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Expresion x2+ bx+c¢ | ¢(Esun Porque Binomio al cuadrado
TCP? equivalente
2 ) ~10T ,
X-=10x+25 Si 25= T (X—5) .
8T | No tiene binomio al cuadrado
2 — _
X"+8x-16 No 16 [2} equivalente
2 2
X2 —3x+ 2 Si 9_|=3 x—3
4 4 2 2
X2 +2X+2
) 1
X+ X+
X2 —4x+4
, 3 9
X"+ =X+ -——
2 16
y* -5y

Al avanzar en este curso, te veras en la necesidad de transformar expresiones cuadréaticas de
la forma x*+bx+c o ax’+bx+c, que no son cuadrados perfectos, en formas equivalentes

que contengan binomio al cuadrado. Este método de transformacién se le llama
COMPLETAR TRINOMIO CUADRADO PERFECTO.

son nimeros racionales.

Completar Trinomio Cuadrado Perfecto

Es una técnica para reescribir cuadraticas de la forma y2 +phx +c

equivalente de la forma (x + h)? + d También para reescribir cuadréticas de la
forma ax? +bx +c por una equivalente de la forma a(x + h)2+ d donde “h” y “d”

por una

Por ejemplo, x*+2x+3 puede reescribirse como (x+1)> +2. Las dos expresiones son

completamente equivalentes.

Asi también, 3x* —12x +8 puede reescribirse como 3(x —2)° —4, siendo ambas equivalentes.

El proceso para completar un trinomio cuadrado perfecto es muy sencillo, se basa en la
técnica de agregar un sumando a la expresion para completar el TCP y al mismo tiempo
restarlo para neutralizar lo agregado sin afectar el valor de la expresion.
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Ejemplo 1

Expresion para transformar: x*+8x—3

2
¢Qué numero debe haber después del 8x para que sea un TCP? Segtn la regla debe ser [2} ,

o sea 16. Pero no lo tenemos, entonces lo agregamos y al mismo tiempo lo restamos para no
alterar el valor de la expresion: x°+8x+16 - 3 -16. Con el TCP formamos el binomio al
cuadrado y los otros términos los simplificamos, quedando la equivalencia ast:

x> +8x+16-3-16

\_Y_H_Y_}

x> +8x—3 esequivalentea (x+4)°-19

!Y si tenemos una expresién de la forma ax® +bx+c?

El procedimiento es casi el mismo que en el caso anterior, solo tenemos que factorizar al

o _r

término cuadratico y al término lineal el factor “a” y completar TCP dentro del paréntesis.

Ejemplo 2

Expresion a transformar: 3x* —12x+8:
Se factoriza el 3 a los términos cuadratico y lineal:  3(x* —4x) +8.

Se completa TCP dentro del paréntesis neutralizando lo agregado con un ntiimero negativo
fuera del paréntesis: 3(x* —4x+4)+8-12.

Sin duda prequntards, ;por qué si agregamos un +4 neutralizamos con un -12? Observa que el +4 que
agregamos estd dentro del paréntesis multiplicado por 3, por lo que en realidad hemos agregado un +12.

Continuamos factorizando el TCP como un binomio al cuadrado y simplificamos el resto de
los nimeros quedando la equivalencia asi: 3(x—2)* —4.

Entonces 3x*—12x+8 es equivalente a 3(x —2)° — 4.

“u
a

Y si no es factor del término lineal?

10
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Ejemplo 3

Expresion a transformar: 2x* —3x—1.

Se factoriza el 2 a los términos cuadratico y lineal; como el 2 no es factor del 3, se coloca un 2
como denominador del 3, y la factorizacioén sera correcta:

3
2(x*> =2 x)-1.
( > )

Se completa TCP dentro del paréntesis con + 1923 y se neutraliza fuera del paréntesis con — 2:

2(x* —§x+g)—1—g
2 16 8
Se factoriza el TCP como binomio al cuadrado y se simplifica el resto de los nimeros y

. . 3)) 17 .
obtenemos la equivalencia: 2 X—Z — g ast

2
2x* —3x -1 es equivalente a Z(X - i} _17

8
Actividad 0.2.2

Instrucciones:

1. Enla siguiente tabla se dan dos ejemplos mas de la técnica de completar TCP para
buscar equivalencias a expresiones cuadréaticas que contengan binomio al cuadrado,
complete la tabla realizando las operaciones adecuadas para hallar las equivalencias de
las expresiones que estan en los renglones subsiguientes:

.. Completando TCP para . .
Expresion . Equivalencia
su transformacién
2 — —
X +'2x+1”3'1, W2+ 9%—3
x2+2x—3 ) Equivalente a
(x+2) - 4 (x+2)% — 4
2
a(y*-Ly)+2 NAARAR
4 Es equivalente a
1 1 1 2
Ay ——y+—)+2—— 1y 31
4y2 —y+2 A i 62" 16, 4(3’—8) 16
2
4(y — 1) + %
8 16
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Expresion Completando TCI?/para Equivalencia
su transformacion
X’ +8x—-1
y* +3y
3 O+ 1
4
2y +2y+1
Evaluacion:

e Para evaluar las actividades 2.1 y 2.2 se utilizara el instrumento de evaluacién 1, revisa en la
parte posterior de tu cuadernillo la seccion de instrumentos de evaluacién.

12
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Actividad 3

> Aprendizaje Esperado: Resuelve ejercicios en los cuales se despeja una variable de una
expresion algebraica, usando la transposicion de términos.

> Atributo (s): 1.1 Enfrenta las dificultades que se le presentan y es consciente de sus valores,
fortalezas y debilidades / 4.1 Expresa ideas y conceptos mediante representaciones
lingtiisticas, matematicas o graficas.

> Conocimiento (s): Transposicién de términos

Lectura previa

En primer semestre, con tu docente abordaron el tema de ecuaciones, recuerda que una
ecuaciéon es una expresion algebraica que contiene términos desconocidos, llamadas
incégnitas. En matemadticas utilizamos letras o literales para representar las incognitas, siendo
la x la de uso més comun.

Una ecuacién es una igualdad con una o varias incégnitas. S6lo se cumple la igualdad cuando
se le da determinados valores a esas incégnitas. Observa en la siguiente figura que existe un
signo “= “separando la expresiéon en dos partes

Signo igual

Segundo miembro
o lado derecho

Primer miembro o lado izquierdo

Figura 1
De lado izquierdo de la igualdad se denomina Primer miembro

Del lado derecho de la igualdad se denomina Segundo miembro

® Transposicion de términos

Transposiciéon de términos

Es una propiedad por la cual podemos mover términos y operaciones desde un miembro de la

ecuacion al otro en operacién invertida.

13
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Transposicionde la suma: pasaarestar Transposicionde la resta: pasa a sumar
al 2do miembro al 2do miembrof\
—
+ — ] ——
Ejemplo: a+b=c—a=c—b Ejemploi:a—b=c—>a=c+b
Transposicionde la multiplicacion: pasa Transposicionde la divisién: pasaa
a dividir al 2do miembro multiplicar al 2do miembro

/\ /\
x — + ' — x
Ejemplo:axb=c—>a=% %:c—>a=cxb

Ejemplo:
Figura 2

De forma resumida, siempre que un valor cambia de miembro, cambia también la operacion
(pasa a la inversa). Asi: la cantidad que estaba sumando en un miembro, pasa restando al otro
miembro. La cantidad que estaba dividiendo, pasa multiplicando, etc.

Veamos los siguientes ejemplos:

Tabla 2. Ecuaciones con una operacion (transposicion de términos)

Ejemplo 1 Ejemplo 2
X+12=25 a-9=17
En el ler. miembro de la igualdad se En el ler. miembro de la igualdad se
representa una suma, pasara al 2do., representa una resta, pasara al 2do.,
miembro de la igualdad mediante una | miembro de la igualdad mediante una
resta. suma.
X=25-12 a=17+9
Ejemplo 3 Ejemplo 4
b-17
3n=45 2

En el 1er. miembro de la igualdad se
representa una division, pasara al 2do.,
miembro de la igualdad mediante una
multiplicacién, como no podemos usar
el signo por “X”, lo sustituimos por el

En el 1ler. miembro de la igualdad se
representa una multiplicacién, pasara al
2do., miembro de la igualdad mediante

una division.

5 paréntesis ( ), para representar la
n=- multiplicacion.
b =17(6)

Fuente: Secretaria de Educacién de Campeche (2021). Matematicas 1 ° Secundaria: Ecuaciones de primer grado. Recuperado
de https:/ /media.educacioncampeche.gob.mx > file

14
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Ejemplo 5

Visualiza el siguiente ejemplo donde se aplica la transposicion de términos

a b ¢ b ¢
=d - Z=d-z-: - a=2(d————>

Tt 4 3 4 3

c
4 3

I NI

Ejemplo 6

¢Y qué pasa con la potencia? en este caso se cambia a raiz
a>=b-a=b
x2+2=11
x2=11-2
x=+v11-2

La transposicion de términos es una forma para hallar los valores desconocidos de una
ecuacion, ademas es muy utilizado en el despeje de férmulas.

Considera los siguientes puntos para hallar los valores desconocidos de una ecuacion:

e Cuando se invierten totalmente los miembros de una ecuacién, los valores y las
operaciones se conservan

2x+3=8x—-10 - 8x—-10=2x+3
e Siempre coloca los términos de una incégnita en el primer miembro
2x+3=8x—-10 - 2x—-8x=-10-3

e FEl término que tiene la incégnita, debe ser siempre positivo; en caso de que sea
negativo, se debe multiplicar toda la expresion por (-1)

—3x =4
-3x(-1)=4(-1) - 3x=-4

Observa los siguientes ejemplos, para aplicar la transposicion de términos para resolver una
ecuacion:
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Ejemplo 7

Resolver la ecuacién:

3x+2=5
3x=5-2
3x =3
x=>

3
x=1

¢Recuerdas cudl es la formula que te permite calcular el 4rea de un rectangulo?

A=bXh

Esta formula te permite conocer el area de un rectangulo, siendo A la incégnita que aparece
en el primer miembro y las demas cantidades en el segundo. Pero cuando conocemos el area
y su base pero desconocemos el valor de su altura, tenemos que despejar otro término de un
valor desconocido, en este caso h. Para ello, hay que empezar a hacer transposicion de

términos con el fin de aislar la incégnita de los valores conocidos.

A
Actividad 0.3

b

A=bXh - h=-—
Instrucciones:
1. Realiza en tu libreta los siguientes ejercicios, aplicando la transposicion de términos
Resuelve las siguientes ecuaciones

a) x+3=28
b) 16 —x =3
) 2x—=3=7(x—4)

Despeja la incognita que se te pide de las siguientes férmulas

a) Despejah de A =2nrh
b) Despeja b de P=a+b+c
c) Despejar de S = 4mr?
- =f
d) Despeja P de P =-
e) Despejah de A =80 (h)

2

Evaluacion: Para evaluar la actividad se utilizara el instrumento de evaluacion 1, revisa en la parte
posterior de tu cuadernillo la seccién de instrumentos de evaluacion.
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Actividad 4

> Aprendizaje Esperado: Analiza el Teorema de Pitdgoras para resolver ejercicios o problemas.
> Atributo (s): 1.1 Enfrenta las dificultades que se le presentan y es consciente de sus valores,
fortalezas y debilidades / 4.1 Expresa ideas y conceptos mediante representaciones

lingtiisticas, matematicas o graficas.
> Conocimiento (s): Teorema de Pitagoras

Lectura previa

® Teorema de Pitagoras!

El teorema de Pitagoras se utiliza para determinar la
longitud de los lados de un triangulo rectdngulo

Establece que el area del cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma del area de los cuadrados de los
catetos, como se observa en la figura

c? = a? + b?
52 = 32 4 42
25=9+16

25 cm? = 25 cm?

Instrucciones:

1. Resuelve en tu libreta los siguientes

ejercicios: 1)
I.  ;Cuales de los siguientes tridngulos son
triangulos rectangulos? ;Por qué?
3)

Aom

3 cm

9 cm)”

Hi alelo a

"~
Cony

1
=
I
[=a]

4 cm

Figura 3

2)

4)

1 1Qubsecretaria de Educacion Media Superior (2020). Evaluacion diagnéstica al ingreso a la educacién media superior 2020-

2021. México: Secretaria de Educacion Pablica.
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II.  Enlos siguientes tridngulos, indiquen cudles son los catetos y cual es la hipotenusa:

II.  Calcula la medida del lado faltante en cada uno de los siguientes tridngulos
rectangulos

IV.  Analiza la siguiente imagen y determina una estrategia para calcular la longitud del
punto A al B

1.67

@

5

Evaluacion: Para evaluar la actividad se utilizard el instrumento de evaluacion 1, revisa en la parte
posterior de tu cuadernillo la seccién de instrumentos de evaluacion.
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Actividad 5

> Aprendizaje Esperado: Resuelve ejercicios de ecuaciones lineales mediante el uso de métodos
analiticos.

> Atributo (s): 1.1 Enfrenta las dificultades que se le presentan y es consciente de sus valores,
fortalezas y debilidades / 4.1 Expresa ideas y conceptos mediante representaciones
lingtiisticas, matematicas o graficas.

» Conocimiento (s): Ecuaciones lineales dos variables / Ecuaciones lineales tres variables

Lectura previa
® Sistemas de ecuaciones lineales

Cuando nos planteamos la resolucién de varias ecuaciones a la vez con varias incégnitas,
estamos ante un sistema y en el caso més sencillo, donde todas las ecuaciones sean lineales, se
llama sistema de ecuaciones lineales.

Solucidon de un sistema

Una pareja de valores es la solucién de un sistema si al sustituir dichos valores en cualquiera
de las ecuaciones del sistema éstas se satisfacen, es decir, se satisface la igualdad.

Por ejemplo: el sistema formado por las ecuacionesx +y =5 y x—-y=1
Tiene como solucién a la pareja de valores:x =3 y y=2

Porque al sustituir estos valores en cualquiera de las ecuaciones éstas se satisfacen:

Sistema 2x2

Un sistema 2x2 significa dos ecuaciones lineales con dos incognitas lo podemos escribir de la
siguiente forma:

Forma equivalente
ax+byy+cg =0 ax+by=c
ax+byy+c, =0 a,x + by =cy

Si una pareja de valores, como por ejemplo x = d y y = e satisfacen simultdneamente a ambas
ecuaciones, decimos que es solucion del sistema.

Los sistemas de ecuaciones lineales de dos incégnitas pueden tener:

1. Ninguna solucién
2. Una infinidad de soluciones
3. Una tinica solucion
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L. Métodos de solucién de sistemas de dos ecuaciones con dos incégnitas

Existen varios métodos para resolver sistemas de ecuaciones lineales: el método gréfico, el
método de suma o resta, el método de sustituciéon y el método de determinantes. En este
bloque abordaremos tinicamente el método de suma o resta y el de determinantes, que te
seran de utilidad en el estudio de la Geometria Analitica.

a) Método de suma o resta

Este método depende de la consideracién de que es posible sumar dos igualdades. Es decir:
Si A=B
y C=D
Entonces: A+C=B+D

Si consideramos el sistema:

ax+by=c (1)
a,x + b,y =c, (2
Identificamos como
A-- a1x + by B-- ¢4
C--ayx + byy D--c,

Para entender més esta propiedad de la igualdad resolvamos el siguiente sistema de
ecuaciones:

Ejemplo 1

Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones por el método de suma o resta.
2x—8y =22 (1)
5 +3y =9 (2)
Solucién:

Paso 1 Para que una de las incégnitas se elimine al sumar miembro a miembro las ecuaciones
(1) y (2) para eliminar x debemos de lograr que estos términos tengan el mismo valor, pero
signo contrario por lo que vamos a utilizar los coeficientes de las x de las dos ecuaciones y
multiplicarlos de manera cruzada.

Multiplicar la _ B
ecuacién (1) por -5 —5(2x — 8y = 22) —10x + 40y = —-110

Multiplicar la _ B
ecuacion (2) por 2 2(5x+3y =9) 10x + 6y = 18
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Paso 2 Suma verticalmente los resultados, como los signos de x son contrarios, se eliminan y
nos queda una ecuacion lineal facil de resolver.

—10x + 40y = —110

10x + 6y = 18
46y = —92

_ 92
Y= " 16

Paso 3 Para encontrar el valor de x, el valor obtenido de y se sustituye en cualquiera de las
dos ecuaciones.

Utilicemos la ecuacién (2)

5 +3y=9
5 +3(—2)=9 Sustituir y = =2
5 —6=9 Simplificar
5 =9+6 Sumar (6) a ambos miembros de la
ecuacion (o cominmente si esta restando
pasa sumando)
5x =15 Simplificar
X = 15 Multiplicar por (3) ambos lados (o
= 5
> comunmente si estd multiplicando pasa
dividiendo)
x=3
La solucion del sistema es x = 3 y=-2

Paso 4 Comprobacion

Veamos si las ecuaciones que forman el sistema se satisfacen al sustituir los valores obtenidos.

2x — 8y =22 @Y S5x+3y=9 (2)
2(3) —8(—2) =22 53) +3(-2)=9
6+ 16 = 22 15-6=9
22 =122 9=9

Solucidon de ecuaciones lineales con 3 variables

Sistema 3x3
Un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas es de la forma:

ax+by+cz=d;
ax + by +cyz=d,

az:x + by + c2z = ds
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Ejemplo 2

Resolver el siguiente sistema por el método de suma o resta

x—2y+3z=4 1)
2x+y—4z=3 (2)
—3x+4y—z=-2 3)

Solucién:

Paso 1 Para eliminar x tomamos las ecuaciones (1) y (2)

Multiplicar la _ B
ecuacion (1) por 2 2(x =2y +3z=4) 2x—4y +6z=18

Multiplicar la ~ B
ecuacién (2) por -1 —1(2x+y—-4z=3) —2x—y+4z=-3

2x —4y + 6z =38
—2x—y+4z =-3
-5y +10z=5 (A)

Después tomamos las ecuaciones (2) y (3) para eliminar x también

Multiplicar la ~ B
ecuacion (2) por 3 3(2x+y—4z=3) 6x+3y—12z=9

Multiplicar la _ B
ecuacion (3) por 2 2(-3x+4y—-z=-2) —6x +8y —2z=—4

6x+3y—12z=9
—6x+8y—2z=—4
11y —14z=5 (B)

Paso 2 Combinar las ecuaciones A y B para encontrar el valor de z

Multiplicar la _ B
ecuacion (A) por 11 11(=5y + 10z = 5) —55y + 110z = 55
Multiplicar la _ B
ecuacion (B) por 5 S(11y — 14z = 5) 55y =70z = 25

—55y 4+ 110z = 55

55y — 70z = 25
40z = 80

_80_

T30
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Paso 3 Sustituir el valor de z en la ecuacién (A) o (B)

Escogemos la ecuacion (A)

-5y +10z =5
—5y +10(2) =5
-5y +20=5
-5y =5-120
-5y =-15
y=_—15=3
-5

Paso 4 Sustituir los valores de z y y en la ecuacién (1) 6 (2) 6 (3) para encontrar el valor de x
Escogemos la ecuacion (1), y sustituimos los valoresdez =2 y =3
x—2y+3z=4
x—23)+3(2) =4

xX—6+6=4
x =4
La solucion del sistemaesx =4y =3z =2
Paso 5 Comprobacion
Ecuacion (1) Ecuacion (2) Ecuacién (3)
x—2y+3z=4 2x+y—4z=3 —3x+4y—z=-2
(4)—2(3)+3(2) 24+ @33)—-4(12) -34)+403)—-(2)=-2
4-6+6=4 8+3-8=3 -124+12-2=-2
4=4 3=3 —2=-2

b) Método de determinantes?

Una determinante de 3 x 3 est4 formada por tres renglones y tres columnas.
El modo mas sencillo de hallar el valor de una determinante de tercer orden es aplicando la
regla de Sarrus.

2 Colegio de Bachilleres del Estado de Quintana Roo. (2021). Material didactico del estudiante: Matematicas I. Quintana
Roo: COBAQROO.
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Ejemplo 3
1 -2 -3
Resolver [—4 2 1 ] por la regla de Sarrus
5 -1 3

Para obtener el valor de la determinante:

1. Debajo de la tercera fila horizontal, vuelve a escribir las dos primeras filas horizontales.
Observa como queda.

1 -2 -3
|[—4 2 1]|
5 -1 3
lll 2 —3J|
4 2 1

2. Traza tres diagonales de izquierda a derecha, empezando por el primer ntimero de la
primera fila; luego traza tres diagonales de derecha a izquierda, empezando con el tercer
numero de la primera fila. Mira cémo queda:

3. Ahora, multiplica entre si, los tres nimeros por los que pasa cada diagonal de izquierda a
derecha y luego los sumas. Observa:

(D)(2)B) + (=) (=1)(=3) + (5)(=2)(1) = 6 + (=12) + (=10) =6 — 12 — 10 = —16

4. Haz lo mismo con las diagonales de derecha a izquierda:
Q)G +MEDM+B)ED)(H) =300+ (1) +(24) =-30—-1+24=-7

5. Para terminar, al primer resultado réstale el segundo resultado.

(-16) = (=7) = —16+7 = =9
De esta manera, —9 es el valor de la determinante.

Una vez que ya sabes como obtener el valor de una determinante, vamos a resolver un
sistema de tres ecuaciones lineales con tres incognitas por el método de determinantes.

Antes de iniciar, tienes que recordar el modelo algebraico de un sistema de 3 x 3, para que
luego seas capaz de identificar los valores que vas a sustituir en las férmulas.
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Modelo algebraico:
a1 x +byy+ciz=d;
a,x + by +cz=d,
azx + bzy + c3z = dj

Recuerda que las letras a, b, d y d, representan los coeficientes de las incégnitas; la a para la x,
labparalay, lacparalazylad para el término independiente. Los niimeros 1, 2 y 3, es para
identificar la ecuacién a la que pertenece.

A continuacién, se te presentan las férmulas de las determinantes que te servirdn para
obtener los valores de las incégnitas.

a b ¢ d b ¢ a, d, ¢ a, b 4
D=l|a, b, c, Dx=\|d, b, c, Dy=|a, d, c Dz=|a, b, d,
a; by ¢ dy by ¢ a; d; ¢ a; by, d,
Los valores de las incégnitas estan dados por las expresiones:
Dx Dy Dz
D D D

Ejemplo 4

ax + bly + C1Z = d1
a,x + b,y +cz=d,
azx + b3y + c3z = dj

1) x+y+z=4
2) 2x—-3y+5z=-5
3) 3x+4y+7z=10

Pasos:

1. Sustituye los valores de los coeficientes en cada determinante segtn la férmula y obtén
el valor de cada una de ellas. Es importante incluir los signos negativos de los coeficientes
en las determinantes, observa:
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a; by ¢ 1 1
a; by ¢ 2 -3
D =|az; b3 c3 D=|3 4
a; by 1 1
a, b, ¢ L2 =3
dy by 4 1
d; by ¢ -5 -3
Dx=]d; by c3|Dx=|10 4
di b 4 1
ld, b, c;] -5 -3
4y dy o] 1 4
a; d; ¢ 2 =5
Dy =laz d3 c¢3|Dy=|3 10
a; di ¢ 1 4
la, d, ¢yl l2 -5
[ay by dq] 1 1
a; bz dz 2 -3
Dz = as b3 d3 Dz = 3 4
a, by dy 1 1
la, b, d,] 2 -3

1
5
7
1
5
1
5
7
1
5
= —54—15=—69
1
5
7
1
5
= 45— 91 = —46
4
-5
10|=(=30+32-15)— (=36 —
4
-5

=-13+36=123

=(=21+8+15)— (-9 +20+14) = (2) — (25) =2 — 25 = —23

= (=84 — 20 + 50) — (=30 + 80 — 35) = (—54) — (15) =

] = (=354 20 + 60) — (=15 + 50 + 56) = (45) — (91) =
|

20 + 20) = (—13) — (=36) =

2. Sustituye los valores encontrados de las determinantes segtn las siguientes formulas.

_Dx
=D
_ Dy
Y=
_Dz
=D

69
XT3

46

Y =233
23
2753

x =3
y=2
z=-1

3. Compruebas el sistema sustituyendo los valores encontrados de las incégnitas en todas

las ecuaciones del sistema.

Enlal) x+y+z=4
B+@D+(1)=4
3+2-1=4

4=4

Enla2) 2x-3y+5z=-5
23)-3(2)+5(-1)=-5
6—6—-5=-5

Enla3) 3x+4y+7z=10
3(3) + 4(2) + 7(-1) = 10
94+8-7=10
10 =10
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Ejemplo 5

1)
2)
3)

Pasos:

2x +y—3z=12
S5x —4y +7z =127
10x +3y —z =140

1. Sustituye los valores de los coeficientes en cada determinante segtin la férmula y obtén
el valor de cada una de ellas. Es importante incluir los signos negativos de los coeficientes
en las determinantes, observa:

a
a;

Dx

Il
U
)

Dy =

Dz =

€1
C2
C3
(4]
¢,

(12
27
40
12

27

Dx =

—_
N 5 1N

o
N
I
—_
o 1

[S2 30\

12
27
40
12
27

12
27
40
12
27

= (8 — 45+ 70) — (120 + 42 — 5) = (17) — (157) =

=33—-157=-124

= (48 — 243 + 280) — (480 + 252 — 27) = (85) — (705) =

=85—-705=-620

= (=54 — 600 + 840) — (—810 + 560 — 60) =

= (186) — (—310) = 186 + 310 = 496

= (=320 + 180 + 270) — (—480 + 162 + 200) =

= (130) — (—118) = 130 + 118 = 248
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2. Sustituye los valores encontrados de las determinantes segtin las siguientes formulas.

_ Dx 620
=D X =104
_ Dy 496
=D Y= 124
Dz 248
Z= 2= s

X=5
y=-4
z=-2

3. Compruebas el sistema sustituyendo los valores encontrados de las incégnitas en todas

las ecuaciones del sistema.

Enlal) 2x+y-3z=12 |Enla2) 5x—4y+7z=27 |Enla3) 10x +3y—z =40
2(5) +(—4) —3(-2) = 5(5) —4(—4)+7(-2) = 10(5) +3(—4) - (-2) =
12 27 40
10-4+6=12 254+16 —14 = 27 50—-12+2 =40
12 =12 27 =27 40 = 40
Actividad 0.5
Instrucciones:

1. Resuelve los siguientes ejercicios en tu libreta

Ejercicios:

1. —3x+9y =39
7x—y=-11

2. x—y+z=2
x+y+z=4
2x+2y—z=-4

Evaluacion:

e Para evaluar la actividad se utilizard el instrumento de evaluacién 1, revisa en la parte

posterior de tu cuadernillo la seccién de instrumentos de evaluacion.
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Que.?

Existe una App creada para el estudio de la geometria, calculo,
estadistica y algebra, que es totalmente gratuita y la puedes
encontrar en internet, te la presento, se llama GeoGebra, si cuentas
con tu celular la puedes descargar en tu Play Store (Android) o App
Store (Apple) (aparece como graficadora), verds que es muy sencilla y
divertida de usar. Si no la puedes descargar no te preocupes es
Unicamente una herramienta de apoyo que puedes utilizar para
crear gréaficas y comprobar los resultados de tus ejercicios, la entrega
de las actividades no dependera de su uso y aplicacién. Observa el
Anexo 1 al final de este material didactico, el cual contiene
informacion relevante para su descarga.
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BLOQUIE I. Lugares geométricos en el plano

Actividad 1

> Aprendizaje Esperado: Usa los conceptos basicos de la Geometria Analitica promoviendo el
pensamiento reflexivo y loégico como una nueva forma de interpretar su entorno espacial;
contribuyendo a la construccién de nuevos conocimientos que aplique en su vida cotidiana. /
Emplea el calculo de perimetros y areas en el plano cartesiano para resolver creativamente,
problemaéticas de su contexto

» Atributo (s): 1.1 Enfrenta las dificultades que se le presentan y es consciente de sus valores,
fortalezas y debilidades / 4.1 Expresa ideas y conceptos mediante representaciones
lingtiisticas, matematicas o graficas.

» Conocimiento (s): Lugar geométrico de lineas rectas y curvas/ Sistemas de Coordenadas
rectangulares

Lectura Previa

Lee con mucha atencion el siguiente texto:

Vamos a iniciar este bloque analizando la diferencia entre la geometria que estamos
acostumbrados a usar, con una nueva geometria llamada geometria analitica que es
sumamente muy importante en el campo de las matematicas y que en este curso has estado
trabajando en los bloques anteriores, te presento el significado de cada uno de ellos.

® Geometria Plana y Geometria Analitica

La geometria plana comprende el estudio de figuras como rectas, circulos y tridngulos, que se
encuentran en un plano. Los teoremas se demuestran de manera deductiva por razonamiento
a partir de determinados postulados.

En geometria analitica, las figuras geométricas planas se estudian mediante el uso de
sistemas coordenados y de ecuaciones y férmulas. Si el estudio de la geometria analitica se
resumiera por medio de un enunciado, quiza el siguiente seria el mejor: dada una ecuacion,
encuentra su grifica y, al revés, dada una grdfica, encuentra su ecuacion.

El precursor de la geometria analitica y creador del plano cartesiano, fue el filésofo y
matematico francés René Descartes (1596-1650). Naci6é en 1596. Entre sus principales aportes
a la filosofia estd su famoso discurso del método. Descartes afirmo que los origenes de esta
obra filoséfica estaban en la l6gica, la geometria y el algebra. Por otra parte, este pensador
ilustre hizo una importante contribucioén a las matematicas. Al discurso del método le anadid
un anexo titulado Geometria, en el cual propuso un sistema nuevo para estudiar esta
disciplina. Gracias al “sistema de coordenadas cartesianas” creado por Descartes y
denominado asi en su honor, diversas dreas de las matematicas tuvieron un rapido desarrollo
en los afios posteriores. Este sistema permite asignar a cada punto del plano una pareja de
numeros reales que lo identifica, inequivocamente. Asi, cualquier figura geométrica puede ser
identificada con un conjunto de parejas de nimeros reales.
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® Lugar geométrico de lineas rectas y curvas sistemas de coordenadas
rectangulares

Se llama sistema de coordenadas rectangulares (o cartesianas) al que formamos en un plano
mediante dos rectas perpendiculares graduadas, llamadas ejes de coordenadas, que se cruzan
en el origen O.

Normalmente nos referimos a la recta horizontal como eje X y a la vertical como eje Y. El
plano es entonces un plano de coordenadas, o plano XY. Los ejes dividen el plano en cuatro
partes denominadas primero, segundo, tercero y cuarto cuadrantes, marcados como I, II, Il y
IV, respectivamente. Los puntos sobre los ejes no pertenecen a ningtin cuadrante.

Plano cartesiano

Esta formado por dos lineas perpendiculares, llamadas ejes coordenados, cuyo punto de

interseccién se denomina origen. A la linea horizontal se le denomina eje x o de las abscisas, y
a la linea vertical, eje y o de las ordenadas.

Los ejes cartesianos dividen al plano en cuatro regiones llamadas cuadrantes, los cuales se
enumeran, como se muestra en la figura 4.

Segundo cuadrante 1 Primer cuadrante
['  ¥) + |.'.|. ¥ }
Eje che fas Y™ o Ejp T
de las ordenadas ===
& Eje “X" o Eje de
T u{‘-q" las abescisa q
| | | | | | | B 1 | | | | | .
| ] | | | | | | | | | ] | |
Tercer cuadrante T Cuarto cudrante
(-,-) 1 {+1 = ]

Lugares geométricos
Se llama lugar geométrico a un conjunto de puntos que cumplen una determinada propiedad,
por ejemplo, el lugar geométrico de todos los puntos que representa la expresion algebraica

¥ = x + 3, es una linea recta, inclinada hacia la derecha y tres unidades arriba del origen.
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También hay que tomar en cuenta que los lugares geométricos pueden estar representados
por otro tipo de figuras geométricas como son: de tipo parabdlico, circular y eliptica.

Nota: Para poder entender los lugares geométricos es importante entender como localizar una
pareja ordenada en el plano cartesiano

Ppr ejemplo, para localizar el punto (3,1), e Claiiaata it Ensidinsiio

(fig. de la derecha), procederemos de la 4y

siguiente manera: (24)
+

Paso 1. Sefialaremos primero el punto 3
sobre el eje x, que esta a tres unidades a la (3,1)
derecha del origen.

v

Paso 2. A partir del 3, sobre una paralela al | X
eje y, mediremos una unidad hacia arriba (~4.-2) l
del eje x, obteniendo asi el punto (3,1). i (29) |
3er Cuadrante 4to Cuadrante
Figura 5

Los puntos formados por (x,y) también son conocidos como pares ordenados y me sirven
como coordenadas para ubicar un punto en el plano.

Ejemplo 1

A continuacién, se proporcionan ejemplos de como ubicar parejas ordenadas en el plano
cartesiano.

Pareja ordenada estd formado por (x,y) primero se recorre en la grafica hacia el eje “x”
“"__Jr

positivo o negativo segin el signo del nimero y luego hacia el eje “y” también segtin el signo
del ntmero.

* El punto A (4, -1) primero se desplaza 4 unidades en el sentido positivo del eje x a
partir del origen y después 1 unidad hacia abajo por tener signo negativo.

* El punto B (4, -2) primero se desplaza 4 unidades en el sentido positivo del eje x a
partir del origen y después 2 unidades hacia abajo por tener signo negativo.

* El punto C (1, -2) Primero se desplaza 1 unidades en el sentido positivo del eje x a
partir del origen y después - 2 unidades hacia abajo por tener sigo negativo.

* El punto D (0, -1) primero 0 desplazamiento en el eje “x” pero se debe desplazar 1
unidad hacia abajo por tener signo negativo.
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“o_7

* El punto F (-1, -2) primero se desplaza 1 unidad hacia la izquierda del eje “x” por tener

“ 7

signo negativo y 2 unidades hacia abajo en el eje “y” por tener signo negativo.

Y asi sucesivamente con los siguientes puntos. Al unir los puntos con segmentos de rectas en
orden alfabético se debe formar la figura de una bota.

4
A= (4,-1) .G 3 OH
B =(4-2) >
@ 2
C=(1-2) u |
1 L
D = (0, -1) Eje x
E — (0, -2) 15 15 14 1 2 1 0 1 2 3 4 5
D A
F = (-1_ 2} 1@ Y
F E C B
G =(-13) @ 2@ ® ®
H :(1,3:] -3
l=(1,1) oA
Figura 6

Ejemplo 2

La ecuacién y = (x + 2)? tiene como lugar geométrico la siguiente grifica.

X y = (x+2)? (x,y)
3 |ly=(=3+2?%=1]|(31)
2 |y=(-2+2)?2*=0](20)
1 |y=(-1+2?*=1]|(1,1)

0 y=(0+2)?*=4 |(0,4)
1 y=(1+2?*=9 |(1,9)
2 y=(2+2)?*=16 |(216)
3 y=(3+2)*=25|(3,25

Figura 7
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Ejemplo 3

La ecuacion lineal y = x + 2 tiene como lugar geométrico la siguiente grifica

X y=x+2 (x,y) 5
3 | y=-3+2=-1](3-1)
-2 y=—-2+2=0 |[(20)
-1 y=—-1+2=1 |(1,1) 4
y=0+2=2 (0,2)
y=1+2=3 (1,3)

0
1
2 y=2+2=4 (2, 4) /
3 y=34+2=5 |(3,5) ///{

-3

Figura 8

Ejemplo 4

Identifica las coordenadas de la siguiente grdfica. En la derecha se ponen las coordenadas que forman
los puntos del triangulo. Se le asigna el valor de A para tenerlo de referencia.

=

AB3,2),8( )C( )

| L

ws)

11

-2

Figura 9
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Actividad 1.1

Sistema de coordenadas

Instrucciones:
1. Copia en tu libreta cada uno de los ejercicios propuestos y resuelve segtin lo que se te
solicite.

2. Si tienes la posibilidad, utiliza el software Geogebra para comprobar tus respuestas
(ver Anexo 1)

Ejercicios

1. Localiza los puntos en el plano cartesiano y una vez ubicado correctamente une
cuidadosamente los puntos de acuerdo al orden alfabético y descubre la figura que se

forma: ;
A (8,-1) I(-4,-1) “
B (6, 2) J (-4,-7) 3
C@42) K (0,-7) :
D (4, 4) L (0, -4) '
E(1,4) M (2, -4) e e
F(1,2) N (2,-7) B
G (42 O (6,-7) #
H (-6, -1) P (6,-1) :

2. Obtén las coordenadas de los puntos que aparecen en el plano cartesiano. Une los
puntos de acuerdo al orden alfabético

A( ) F ( ) K( ) P( )
B ( ) G ( ) L ( ) Q( )
C ( ) H ( ) M ( ) R ( )
D( ) I ( ) N ( ) S ( )
E( ) J ( ) O ( )
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E
[ ] 5
F D A
@ ] 5 ]
4
C B S
[ ] 3 L 2 ]
G | J
] [ ] [ ] 2
H
L ] 1
N 0
L L
10 -4 - -7 -G -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 3] T
M P
[ ] —1 [ ]
-2
K L Q R
L ] L ] -3 @ L ]
—4
L5

3. Identifica el lugar geométrico de la siguiente ecuacion y = x* + 3. Apdyate haciendo la
tabla de valores correspondientes.

a) ,, b)

@

s

w

i
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4.- Con los datos proporcionados en la tabla, graficalos en el plano cartesiano

2 4 :
1 0 :
0 6
1 10 5
2 12 5
3 12
4 10 :
5 6 1

5.- Grafica en un mismo plano cartesiano las siguientes parejas ordenadas. Utiliza para cada
inciso un color distinto.
A) 3,4);(-2,5);(-3,-2) ; (5,-3)
B) (4, 2);(-2,3); (1,-6); (0, 4)
- ) ;

Q) (5-2);05); (32); (-1,0); (7,6)

@

Evaluacion
e FEsta actividad ser4 evaluada con el instrumento de evaluacién niamero 2
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Actividad 2

> Aprendizaje Esperado: Usa los conceptos bésicos de la Geometria Analitica promoviendo el
pensamiento reflexivo y légico como una nueva forma de interpretar su entorno espacial;
contribuyendo a la construccién de nuevos conocimientos que aplique en su vida cotidiana.

> Atributo (s): 1.1 Enfrenta las dificultades que se le presentan y es consciente de sus valores,
fortalezas y debilidades / 4.1 Expresa ideas y conceptos mediante representaciones lingtiisticas,
matemadticas o graficas.

»> Conocimiento (s): Segmentos rectilineos / Distancia entre dos puntos/ Divisién de un segmento
en una razén dada.

Lectura previa

® Conceptos basicos sobre rectas, segmentos

Segmentos rectilineos

Segmento rectilineo o simplemente segmento, es la porciéon de recta comprendida entre dos
de sus puntos que se llaman extremos, o bien uno origen y otro extremo. Los extremos de un
segmento forman parte del mismo. Un segmento de extremos A y B se designa AB.

A A

Fecta que contiene Segmento AB
al segmento AB ¢

Figura 10

Cuando a los puntos de un segmento se les indica un orden (por ejemplo, desde A hacia B)
donde A es el punto inicial y B el punto final se conoce como segmento de recta dirigido AB

B B

Figura 11
La longitud de un segmento dirigido se considera positiva, si su signo es positivo en su
notacion (AB) y el sentido opuesto sera de longitud negativa (BA). Es decir, si la longitud de
AB es positiva entonces BA tendréd que ser negativa: AB = -BA
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El segmento no dirigido es aquella porciéon de recta denotada por AB, donde tinicamente se

considera su tamafio (longitud) sin importar su direccién o sentido.

Segmento Interpretacion gréafica Notacién Equivalencia
No dirigido A B AB o BA AE = BA
Dirigido A B — s
. » AB AB = -BA
Dirigido A B — —
p . BA BA = —AF

Figura 12 tomada del libro de Matematicas III del Colegio de Bachilleres de Sonora cuarta edicién 2009.

L Distancia entre dos puntos

La distancia entre dos puntos ubicados en un sistema
coordenado rectangular se determina por la longitud del
segmento que los une. Supongamos que A(x1, y1) y B(x2, y2)
son dos puntos situados en el plano como se muestran en la

figura:

1AGxy,)

B(X,.Y,)

La distancia que hay entre estos dos puntos se determina a través da la siguiente férmula:

d = \/(xz —x1)% + (y2 — y1)?

La distancia entre dos puntos algunas veces la denotaremos mediante la letra d minascula
y otras veces mediante la expresion d(AB), donde se indican entre paréntesis los puntos a
los cuales se les calcula su distancia. Esta notacion es ideal cuando se involucran célculos
de distancias entre otros puntos en un mismo plano.

¢De donde se deduce esta formula?

Del Teorema de Pitagoras (¢ = a? + b?), donde la distancia
esta representada por la hipotenusa del triangulo formado
por la diferencia de las coordenadas en x y en y (que %
representan los catetos).
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Ejemplo 1

Determina la distancia entre los pares de puntos: A (3, - 5), B (- 2, 4).

Solucién:

d=(xg =22 + (2 — y1)?
d=(=2-37+¢#- (-9
d=+/(-2-3)%+ (4 + 5)2

4 =57+ 07

d =+25+81

d =106 =10.29 u

Figura 16

La distancia que hay entre los puntos es de 10.29 unidades lineales.

Ejemplo 2

Los puntos A (1, 0), B (3, 4) y C (4, 2) proporcionados corresponden a los vértices de un
triangulo. Utilizando el concepto de distancia entre dos puntos determina si es un triangulo:
a) Silas tres distancias son iguales entonces es un tridngulo Equiléatero
b) Si dos distancias son iguales entonces es un tridngulo Isésceles
c) Si las tres distancias son distintas entonces es un triangulo Escaleno.

Solucion:

dAB = \/(xz —x1)%+ (V2 —1)? dBC = \/(xz —x1)%+ (V2 —y1)? dAC = \/(xz —x1)%+ (2 — 1)

dAB =,/(3—1)2 + (4 - 0)2 dBC = /(4 —3)2 + (2 — 4)? dAC = /(4 -1)2+ (2 -0)2
dAB = /(2)? + (4)? dBC = /(1)2 + (—2)? dAC = \/(3)% + (2)?
dAB = /(4 + 16 dBC =1+ 4 dAC = /(9 + 4
dAB =20 dBC =5 dAC =13

De acuerdo a los resultados obtenidos de la distancia entre los puntos de los vértices del
tridngulo se puede determinar que los tres son diferentes, por lo tanto, corresponde a un
tridngulo escaleno.
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Compruébalo graficamente.

-1 0 f 2 3 4

Figura 17

II. Puntos colineales

Si tres puntos o mas pertenecen a una misma recta, entonces estos puntos son colineales. Para
saber si los puntos son colineales debemos comprobar que:

dAB + dBC = dAC

Figura 14

Ejemplo 3

Demuestra por medio del concepto de distancia entre dos puntos y con la grifica, que los puntos
A(-2,-4), B(0, -2) y C(3, 1) son colineales.

Solucién:

Obtencion de las distancias:

dAB = \/(xz —x1)%+ (V2 —y1)? dBC = \/(xz —x1)%+ (V2 —y1)? dAC = \/(xz —x1)%+ (V2 — 1)

dAB = \[(0 + 2)2 + (=2 + 4)? dBC = /(3 - 0)% + (1 +2)2 dAC=(3+2?+(1+4)
dAB = \[(2)? + (2)? dBC = /(3)% + (3)2 dAC =/(5)% + (5)2
dAB =.[(4+4 dBC =V9+9 dAC = /(25 + 25
dAB = V8 = 2.83 dBC =18=4.24 dAC =+/50=7.07
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Comprobando si son colineales : /
&

dAB + dBC = dAC 1 /

283 +4.24=7.07 N e

7.07 =7.07 REREY”

Entonces los puntos A, B, C si son colineales. También se
puede apreciar en la grafica

Figura 18

Ejemplo 4

Utilizando el concepto de distancia entre dos puntos hallar el valor de la incognita A (0, 4) B (5, y);
dAB= 13 que hace falta en uno de los puntos dados.

Solucién:

Procedimiento:
Férmula de distancia entre dos puntos dAB = \/(xz —x)2 + (V3 — ¥1)?
Se sustituye con los datos conocidos 13 = \/(5 —0)2+ (y, — 4)?

Se elimina la radical elevando al cuadrado ambos (13)% = Gl 0)2 + (2 — 4)2
miembros 169 = (5 — 0)2 + (v, — 4)2

— 2
Se pasa el 25 del lado de 169 con el signo invertido y 169 =25+ (y,—4)
se realiza la operacion quedando del lado izquierdo | 169 — 25 = (y, — 4)?
144 y del lado derecho el binomio al cuadrado.

144 = (y, — 4)?
+V144 = (y, — 4)

Se les saca la raiz cuadrada a ambos miembros para
eliminar el cuadrado del binomio y de esta forma

dejarlo en forma lineal. +12=1y,—4
Posteriormente se hace el despeje de la incégnita “y” 12+4 =y,

y de ella obtener dos valores posibles + 16 =y, Respuestal
En este caso se obtiene los siguientes valores (5, y) = —12+4=1y,

(5,16) 0 (5, -8) —8 =y, Respuesta 2
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III.  Divisién de un segmento en una razon dada

El resultado de la comparaciéon de dos cantidades de la misma especie, se llama razén o

relacion de dichas cantidades.

P 8
+

_AP _ 1

PB 2

L.
PB 1

Observacion: En geometria analitica las razones deben considerarse con su signo o sentido
porque se trata de segmentos de recta dirigidos. Si la razén es positiva, el punto estd dentro
del segmento, si la razon es negativa el punto esta fuera del segmento.

e 1]

1
3 A B P

e g9 .'1.P_

P A B PE

Demostraciéon matematica.

Como puede observarse, se han formado dos tridngulos
semejantes de donde se puede establecer la siguiente
relacion:

AP A .
A r, es decir:
PB PO

AP X-X;

— = r

PB~ Xp,—X

De donde:

x—x; =1(x, —x)
X—X, =TXy —TX
X +rx =x; +1rx, factorizando
x(1+1r) =x, +rx, Despejando

Férmulas para hallar las coordenadas del punto razén

X =
1+r

43
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Ejemplo 5

Hallar las coordenadas del punto P (x, y) que divide al segmento cuyos extremos son los puntos

A (1,1) y B (11, 6) en una razon tal que: r=§
Solucién:

De acuerdo a la relacion planteada, se pueden aplicar las férmulas obtenidas:

X=X1+rx2=1+(§)(11)

1+r 1+%
1+% %? 75
X = 2 = =5
5 518
3 3

De manera similar para y:

1+r 1+§
3
_1+4 5
y="5 3"
3 3

Por lo tanto, las coordenadas del punto razén buscado son P (5, 3).

"y
iy

Coémo hallar razén “r” de un segmento si sus coordenadas ya se conocen

Férmula para hallar la razén cuando ya se conoce las coordenadas del punto razén

AP AQ PQ
PB_PO BO '

Es decir:

“X-X, y=y1
XZ—X y2—y

r

Se puede utilizar cualquiera de las dos férmulas para encontrar la razén, siempre y cuando la
recta esté inclinada y el punto esté dentro del segmento. Si la recta es vertical sélo se

“"__r

considera la férmula sustituyendo la variable “y” (relacién con el lado vertical) y si es

horizontal s6lo se considera la férmula sustituyendo la variable “x” (relaciéon con el lado
horizontal).
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Ejemplo 6

Hallar la razon del segmento recta A (1, 1) B (11, 6) cuando ya se conoce las coordenadas del punto

razon P (5, 3).

Solucién:

Aplicando cualquiera de las dos férmulas siguientes es muy sencilla de obtener

Para valores de x
AP X —X;
PB X,—-X

r

Paso 1. Sustituir con los datos conocidos

5-1

HRETE:
Paso 2. Resolver la operacion

4
"%

Simplificado es igual

2
"=3

Para valores de y
AP Y=y _
PB  y,—y

Paso 1. Sustituir con los datos conocidos

~3-1
T -3
Paso 2. Resolver la operacion
2

T:§

Por lo tanto, la razén es de 2 a 3 como también se puede apreciar en la gréfica

-1 0 1 2 3 4 5

Figura 20
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IV.  Punto medio

El punto medio es un caso particular de la divisién de un segmento en una razén dada, en la
cual r = 1. De acuerdo con ello, se pueden obtener las siguientes expresiones:

X X
x = 1+ X2 y=)’1+y2
2 2

Ejemplo 7

Obtener el punto medio del segmento cuyos extremos son los puntos A (3, -2) y B (-5, 4).

Solucién:
X = = = =—=-1
2 2 2 2

_y1+y2__2+4_

2
2

Por lo que las coordenadas del punto medio son: (-1, 1).

Actividad 1.2

Conceptos basicos sobre rectas, segmentos
Instrucciones:

1. Copia en tu libreta cada uno de los ejercicios propuestos y resuelve segtn lo que se te
solicite

Ejercicios

1. Encuentra la distancia entre cada par de puntos. Grafica cada uno de los ejercicios en el
plano cartesiano

a)A(2,1)yB(7,2) b) C (-4,4) y D (4, 4)
) E (-8,-5) y F (-3, -5) d)G (0,-2) yH (7, -2)
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2. Determina la coordenada faltante en cada caso
a) A (04);B(5,y)dAB=13
b) A (-5, -4); B(10,y) dAB =17

3. Demostrar que los puntos A, B y C son colineales
a) A(-7,-1), B (-3,2), C(5,8)
b) A (-2,5), B (1,4), C(7,2)

Q) A (5,-2), B (0,0), C(-5,2)

4. Enseguida determina las coordenadas del punto P(x, y) que divida al segmento en la
razon sefialada:
a) P1(4,-2),P2(-5,3), r=1/4
b) P1(-1,8),P2(7,10),r=3/2

“_
r

5. Determina la razén

a) Pi(1,5); P,(2,7) P(§’§)

dado los siguientes valores del segmento

b) P25 P(2,7) P(2,5)

6. Halla las coordenadas del punto medio M de los segmentos determinados por cada
uno de los pares de puntos:

a) A (0,4)y B (0, 8)
b) A (2,4)y B (6, 8)
Q) A (0,0)y B (12, 6)

Evaluacion
e Esta actividad sera evaluada con el instrumento de evaluacién ntiimero 3
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Actividad 3

> Aprendizaje Esperado: Emplea el célculo de perimetros y areas en el plano cartesiano para
resolver creativamente, problematicas de su contexto

» Atributo (s): 1.1 Enfrenta las dificultades que se le presentan y es consciente de sus valores,
fortalezas y debilidades / 4.1 Expresa ideas y conceptos mediante representaciones
lingtiisticas, matematicas o graficas.

> Conocimiento (s): Perimetros y dreas de figuras en el plano.

Lectura previa

® Perimetros y areas de Poligonos.

Un Poligono, es una figura plana y cerrada formada por tres o mas segmentos de linea
unidos en sus extremos.

I Perimetro.
Para conocer el perimetro de un poligono cualquiera debemos medir y sumar las longitudes
de sus lados. Si no tenemos las longitudes de los lados, pero tenemos las coordenadas de los
vértices, podemos auxiliarnos de la féormula de distancia entre dos puntos para conocer
dichas longitudes.

Ejemplo 1

Pedro desea saber cuanto tiene de perimetro, un terreno que tiene forma de poligono
irregular que hered6é de su padre, tiene la ventaja que conoce las coordenadas que a
continuacion se mencionan A (0, 1), B (0,4) C (3,7) y D (5, 3).

C
T
6
5
B
19
D
3
2 i~
/
3
0 1 2 3 4 5
Figura 21
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Solucién:

Distancia AB. A (0,1), B (0, 4)

Distancia BC. B (0,4) C(3,7)

DistanciaCD C (3,7) y D (5, 3)

dAB =/ (x; — x,)2 + (¥, — y1)?
dAB = /(0 — 0)2 + (4 — 1)2

dAB = /(0)2 + (3)2
dAB = /(049
dAB =9 =3

dBC = \/(x; — %)% + (y2 — y1)?
dBC = /(3= 0)2 + (7 — 4)2

dBC = \[(3)% + (3)?
dBC =v9+9

dBC =+/18 = 4.2

dCD =/(x; — x1)2 + (¥, — y1)?
dCD =./(5-3)2+ (3 —7)2

dcD =/(2)? + (4)?
dcD = /(4 + 16

dCD =20 = 4.5

Distancia AD. A (0,1) D (5, 3)

dAD = /(x; — x1)% + (¥, — ¥1)?
dAD = /(5 —-0)2 + (3 — 1)2

dAD = \/(5)% + (2)2
dAD =25 + 4

dAD =29 =54

El perimetro del terrenoes: P=dAB +dBC+dCD +dAD=3+42+45+54=171u

I1. Area.

Para calcular el area de un poligono, se puede aplicar la férmula de Herén, la Regla de Sarrus

y Triangulacién. En esta seccion nos enfocaremos en la Regla de Sarrus.

REGLA DE SARRUS

Se utiliza para determinar el area de un poligono utilizando las coordenadas de sus vértices.

Suma de los productos Suma de los productos

s G X1 Y2 X2 Yy
x; Vl x2 Y3 x3 Y2 Area =1 [A _ B]
> -
X Y _ x3 Y.g _— x., Y_g _— 2
3 x 3 N . . .
' ’ Xn Yy X1 Ya
x1 Y1 A B

Expresada de forma lineal serfa:

1
A = 7 [((x1Y2 + X2Y3 + X3Y4 + -+ X, Y1) — (X2Y1 + X3Y2 + X4Y3 + -+ X1Yp)]
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Ejemplo 2

Pedro desea saber cuanto tiene de area, un terreno que tiene forma de poligono irregular que

hered6 de su padre, tiene la ventaja que conoce las coordenadas que a continuacién se
mencionan A (0,1),B(0,4) C(3,7)y D (5, 3)

C
7
8
5
B
e 2
D
3
2 -
/
3
0 1 2 3 4 5
Figura 22

Conociendo los vértices del poligono se procede a acomodarlos en una determinante.

A=

ry| —

X4
X2
Zxa
'Jm
X1

Y1
Y|
Y3
Ya
¥

M| —

= G N b =

—(0+35+12 +0)]

|] 1[14 — 47]

= 1[-33] = =2 = |-16.5| = 16.502

Se acomoda los vértices dentro de la determinante y se repite siempre el primer vértice al
final de la determinante como se ve en el ejemplo el punto A (0, 1). Se multiplica en forma
cruzada empezando en la parte superior (0 x 4) =0, (0 x7) =0, B3x3) =9, 6x1) =5
posteriormente se multiplica de abajo hacia arriba (0 x3) =0, (5x7) =35, 3x4)=12(0x1) =

0
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Actividad 1.3

Perimetro y area de poligonos
Instrucciones:

1. Copia en tu libreta y resuelve segin lo que se te solicite en cada uno de los
siguientes ejercicios, muy importante hacer el procedimiento de cada uno de ellos.

Ejercicios

1.- Calcula el perimetro y area de los poligonos, en funcion de las coordenadas de sus
vértices; trace la gréafica en el plano cartesiano para auxiliarte visualmente.

a) A (-2, -4), B (3,-2), C (5, -1), D (1, 6), E (-3, 4).
b) A (-2, -4), B (6, -2), C (7, 4), D (-8, 2)

Evaluacion
e Esta actividad sera evaluada con el instrumento de evaluacién niamero 4

VALORANDO MI AVANCE

Para concluir, contesta en tu libreta las siguientes preguntas con respecto de lo que aprendiste en este
bloque:

e ;Qué estoy aprendiendo?

e En qué aprendizajes esperados aun tengo
dificultades?

e ,;Qué acciones puedo realizar para mejorar
mi desempefio?

e ,Qué estrategias de estudio me han
funcionado en este bloque?
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BLOQUE II. Linea recta

Actividad 1

> Aprendizaje Esperado: Calcula la pendiente, el angulo de inclinacién y el &ngulo entre dos rectas,
promoviendo la creacién de nuevos conocimientos que favorezca la toma de decisiones consciente
e informada ante problematicas cotidianas en su entorno.

> Atributo (s): 4.1 Expresa ideas y conceptos mediante representaciones lingtiisticas, matemaéticas o
gréficas.

> Conocimiento (s): razén de cambio / pendiente / condiciones de paralelismo y perpendicularidad
/ dngulo entre dos rectas

Lectura previa

Lee con mucha atencion el siguiente texto:

Lugar geométrico de la linea recta

Se llama linea recta al lugar geométrico de todos los puntos contenidos en el plano tales que,

tomados dos puntos cualesquiera de la recta A(x1,y1) y B(x2,y2), el valor de la pendiente (m), es
siempre constante.

® Razoén de Cambio.

Una razén de cambio como su nombre lo indica es el cambio ya sea positivo o negativo en
unidades de como una funcién (ecuacién) se va modificando.

Otra manera de comprender la razén de cambio es imaginarnos cuando vamos subiendo
unas escaleras.

Cuando subimos las escaleras debemos considerar que al
pisar el primer escalon estamos avanzando x unidades hacia
una direccién, pero de igual forma estamos subiendo y
unidades.

De eso podriamos decir que estamos avanzando a una razén

i |_1\ dey:x o %
a

Figura 24
Sin embargo, ;qué sucederia si los escalones son més altos o mas largos?, ;se modificaria la

razon de cambio?
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Imaginemos que usamos como unidad de medida los bloques con los que construimos las
escaleras, entonces supongamos que cada escalén tiene de tamafio un bloque de alto y dos
bloques de altura.

Cada vez que subimos un escalén estamos avanzando
dos bloques y subiendo uno.

En la siguiente imagen podemos apreciar este avance

N W= S gl
t

como si estuviéramos en un plano cartesiano, donde
podemos concluir que por cada escaléon estamos 1’1‘" =

P 4=
Wt

=+
0+
&

of ==
oy L

o4

10

. - 1
cambiando nuestra posicion en -, en pocas palabras

, ) 1 .
estamos avanzando en una razén de cambio de > Figura 25

Por lo tanto, avanzamos mas de lo que subimos.

Pendiente y razon de cambio.

En una grafica lineal, la razén de cambio es igual a la pendiente de la recta. Es decir, el
cociente obtenido al dividir el incremento en el eje “y” entre el incremento en el eje “x”. Y asi
como la pendiente de una recta es constante, su razén de cambio también lo es.

En matematicas denotamos a la pendiente con la letra m.

Para poder desarrollar la ecuacion de la pendiente debemos comprender que es esa diferencia
que hay entre los puntos P1 y P2, pero debemos de considerar que todo punto P en el plano
cartesiano estd constituido por unas coordenadas x y y, concluyendo entonces que:

Pi(x1,y1) ¥y Py(x3,¥2)

Entonces para saber el valor que adquiere la
pendiente necesitamos saber cuanto es lo que
cambia de un punto a otro, por lo tanto, lo que
debemos hacer es saber cudnto espacio hay
entre cada coordenada, y para poder descubrir
ese valor lo que vamos a realizar es restar de
esta forma las coordenadas:

Y2 — )1 y X2 — X1

Y como en el ejemplo de las escaleras en la
razén de cambio, sabemos que la distancia
entre P1 y P2 estdn en una razén de cambio
comprendida entre x y y, obtenemos la
siguiente ecuacion para la pendiente:

Figura 27
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Y20
X2 — X1

Si en una recta que pasa por los puntos P1( 3, 2) y P2( 6, 4), ;Cudl es el valor de la pendiente de esa
recta?

Solucién

Aplicando la ecuacién de la pendiente:

Y2—Y1 4 -2
m=2" my =22
6-3

X2—X1

6
5 Entonces se sabe que la pendiente de la recta es:
49 2
m=
74 3
2 4+
4

Figura 28

® Pendiente y angulo de inclinacién
La pendiente de una recta también se define como la tangente del &ngulo que forma la recta
con la direccién positiva del eje de abscisas (angulo de inclinacién).

m=tan @

6\ Inclinecion
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El angulo de inclinacién ( a ) como su nombre lo indica es el que me indica que tan inclinada
estd la pendiente. Formalmente el angulo de inclinacién de una recta es el angulo que forma
la recta con el eje coordenado X en su direcciéon positiva, y se mide a partir del eje X en
sentido opuesto al movimiento de las manecillas del reloj.

Observen la siguiente figura. La pendiente del
angulo estd en funcion de la tangente, ya que se
define como la razén entre el cateto opuesto y el
adyacente.

PL(X,y)

Figura 29

Figura tomada de https:/ /sites.google.com/site/ matematicasugarte/ home/bloque-iii/ pendiente-y-angulo-de-inclinacion-de-una-recta

Asi que puedo encontrar la pendiente de una recta si conozco 2 puntos o me dan el dangulo de
inclinacion.

Obtener el angulo de inclinacién.
Dado que m = tan q, el valor del angulo a, quedara determinado por la expresién:
a = arctan (m) o bien a = tan? (m)

Nota. Un angulo negativo indica que tomamos al revés los puntos. Por lo que se debe restar de 180° para
encontrar el &ngulo correcto.

Ejemplo 1

La pendiente de la recta que pasa por los puntos A(2, 1), B(4, 7) es:

Solucién:

Y su angulo de inclinacion es:

a = tan? (3)= 71.5650 = 71° 33" 54’
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Tipos de recta considerando la pendiente

El angulo de inclinacién puede asumir cualquier valor entre 0° y 180° (0° < a < 180°), por lo que los
tipos de recta que podemos encontrar en relacién a la pendiente son:

1. La recta horizontal. Es aquella que no forma ningtin dngulo | Recta horizontal

(a=0°osid=180°, es decir si realizamos un trazo de una | il

A
m=u

recta en un plano cartesiano, entonces cualquier recta que sea

“"_rm

paralela al eje “x” es horizontal, y por tanto su pendiente es
cero (m=0). S6lo se definen en base al valor de y.

Recta vertical

a =90 2. Larecta vertical. Es aquella cuya que al trazarla se obtiene una

m = oo

“"__r

recta paralela al eje “y” ( a = 90°), y desde la definicién formal

diremos que su pendiente es infinita (m = o0 ). Solo se definen en base

" al valor de x.

A
Recta ascendente
3. La recta ascendente. Es una recta inclinada con pendiente 0° < a< 90

positiva. Se caracteriza porque tiene un dngulo de inclinacién m >0

menor a 90 grados con respecto a la horizontal (0° < a < 90°.).

Recta descendente
90° < a < 180° La recta descendente. Es una recta inclinada con pendiente negativa. Se

s caracteriza por tener un angulo de inclinacién mayor a 90 grados

con respecto a la horizontal (90° < a < 180°).
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Ejemplo 2

La recta que pasa por los puntos A(1, 2), B(1, 7) no tiene pendiente, ya que la division por 0 no estd
definida.

Solucién:

Ejemplo 3

Halle la pendiente de una recta cuyo dngulo de inclinacion es de 135°.
Solucién:

m = tan 135° = -1

Ejemplo 4

Una recta pasa por los puntos A(-3,4) y B(1,-4). Encuentre su pendiente y su angulo de inclinacion.

Solucion:

_ —4-4 _ -8 _ -8

Célculo del d&ngulo de inclinacion:
a = tan (-2)=-63.43°

NOTA: El valor del angulo de inclinacién debe resultar positivo, en un valor entre 0° y 180°.
Cuando el valor del d&ngulo de inclinacién obtenido resulta negativo se suma 180° para

obtener el angulo de inclinacién correcto:

a=180°-63.43° =116.56° = 116° 33" 54”
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Actividad 2.1.1

Instrucciones:

1. Resuelve correctamente cada uno los siguientes ejercicios que a continuacioén se te
presentan.

2. La solucién la puedes hacer en la libreta que tengas destinada para la asignatura. En el
caso de no contar con una libreta para la asignatura, puedes realizar en hojas
reciclables o en blanco.

Ejercicios
a) Calcula la pendiente de las rectas cuyos angulos de inclinacién se indican
i 65°
ii.  45°

b) Calcula la pendiente y el angulo de inclinacion de la recta que pasa por los puntos
i. A(24)yB(6,8)
ii. A(1,-1)y B(-3,3)
iii. A(3/4,2)y B(6,7/3)

c) Con los conocimientos adquiridos vas a calcular la pendiente de unas escaleras, para
ello mediras el largo y el ancho de los escalones y con esa informacion aplicaras la
férmula para asi conocer su pendiente, posterior a ello en tu cuaderno dibujards un
plano cartesiano en el cudl la expresards mediante una recta. Ademas, calcula el &ngulo
de inclinacién de la recta

® Condiciones de paralelismo y perpendicularidad
L. Rectas paralelas

Dos rectas paralelas tienen el mismo dngulo de inclinacion, esto implica que sus tangentes
son iguales, es decir, las pendientes coinciden.

/ Condicion de paralelismo
- Dos rectas L1 y L2 son paralelas si y solo si, sus
/- ue pendientes son iguales (m1 = mz)

=

/ Figura 30
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II. Rectas perpendiculares

Dos rectas perpendiculares tienen dngulos de inclinaciéon de 90 grados, esto implica que sus
tangentes son reciprocas y de signo contrario, es decir, el producto de sus pendientes es -1.

w A
la Condiciones de perpendicularidad
Dos rectas L1 y L2 son perpendiculares si y solo si
] el producto de sus pendientes es -1 (m1*m2 = -1)
= > 32

L,V

Figura 31

Ejemplo 1

Demuestre que la recta que pasa por los puntos A(=2,5) y B(4,1) es perpendicular a la recta que pasa
por los puntos C(=1,1) y D(3,7).

Solucién:
1-5 1
Mg = m = 7% ( 4) (ﬁ) 24 1
T — — - - | fn = s T
21 P Ya que MaaMep e\ 74

Se concluye entonces que son perpendiculares.

@® Angulo entre dos rectas

Se llama angulo de dos rectas al menor de los angulos que forman éstas.

Y 4
Sim es la pendiente de la recta l; y mz la pendiente de la recta 12,
entonces podemos ocupar la siguiente férmula para encontrar la
tangente del &ngulo comprendido entre las rectas, y en
consecuencia el &ngulo:

my; —my
> tana =
X 1+m1'm2

Figura 32
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Se debe tomar en cuenta que los angulos se miden en sentido contrario al giro de las
manecillas del reloj, en la recta que inicie el angulo serd la pendiente inicial (m1), y en la recta
que termine, la pendiente final (my).

Despejando de la férmula anterior podemos obtener el &ngulo entre dos rectas.

{ = . _ mi—m,
a = arctan e O bien a = tan O e

1+my-m, 1+mym;

Nota: Las dos lineas denotan valor absoluto, es decir se considera positivo siempre el resultado.

Ejemplo 1

Encontrar el angulo entre las rectas A y B, con pendiente ma= 3 y mp= -2.
Solucién:

1] 3-C- 115 4|5 _ _
@ = tan 1|%(_2;)=tan 1|§ = tan 1|_—5|=tan 1|-1] = tan™11 = 45°

Ejemplo 2

Encuentra los 3 dngulos del triangulo formado por las siguientes coordenadas A(-3,-2) ; B(2,5) ;
C(4,2), dibuja el tridngulo formado en un plano cartesiano.

] 5-(-2) 7 2-5 -3
mAB= ——— = — mBC= — = —
B 2-(-3) 5 4-2 2
5
4 e 22D 242 4
m = —_ e—— -
e 4—(=3) 443 7
3
c 4.7 -29 —29
aA =tan! [Z%| = tan™! |25 = tan~ ! [2=
mAB +—= — il
1 75 5 5
-1 129 _129 °
ot ~tan~1 |—| — tan—122 = 24.71 =24° 43’ 2"
L 4/ hiHa 1 2 3 4 5 63 63 -
i 7 3 7 3 29
=D |43 L5
/z aB = tan™! [2—2-| = tan"! |=%| = tan! [
) -z -
H 5 2 10 10
— _129 )
=tan~! — | =tan™'=69.22=69° 13’ 39"
_3_4 —29 —29
aC = tan™! [—25~| = tan™! |24 = tan~! |2
1+(=3)7 7 7

—tan™! |'729 = tan~12 = 86.05 =86° 3’ 17”
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Actividad 2.1.2

Instrucciones:

1. Resuelve correctamente cada uno de los siguientes ejercicios.

2. La solucién la puedes mostrar en la libreta que tengas destinada para la asignatura.
Recuerda haber realizado un separador de bloque para llevar un control del mismo. En
el caso de no contar con una libreta para la asignatura, puedes realizar en hojas
reciclables.

Ejercicios

1. Halla la pendiente y el angulo de la paralela a la recta que pasa por los puntos A( -3,4)

y
B(-5,2)

2. Halla la pendiente y el d&ngulo de la perpendicular a la recta que pasa por los puntos A(
2,4) y B(6,9).

3. Halla la pendiente y el angulo de la perpendicular a la recta que pasa por los puntos
A(-2,3) y B(3,-2).

4. Encuentra el dngulo que se forman con la recta L1 que pasa por los puntos A(7,5) ,
B(2,3) y por la recta L2 que pasa por los puntos C(6,-7), D(1,5)

5. Encuentra los 3 dngulos del tridngulo formado por las siguientes coordenadas A(0,0) ;
B(-1,5) ; C(4,2), dibuja el tridngulo formado en un plano cartesiano

Evaluacion

® Laactividad 1.1 y 1.2 seran evaluadas con el instrumento de evaluacién nimero 5
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Actividad 2

> Aprendizaje Esperado: Emplea las diferentes formas de la ecuaciéon de la recta favoreciendo su
pensamiento critico y el trabajo metddico en la resolucién de situaciones del ambiente que lo
rodea.

> Atributo (s): 5.1 Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo como
cada uno de sus pasos contribuye al alcance de un objetivo

> Conocimiento (s): Formas de la ecuacién de la recta/punto-pendiente/Dos puntos/Pendiente-
Ordenada/Simétrica/General /Normal/Distancia de un punto a una recta

Lectura previa

Lee con mucha atencion el siguiente texto:

Las lineas rectas son ttiles en el estudio, el andlisis y la solucién de diversas situaciones. En
geometria analitica, la linea recta se expresa por medio de una ecuacién de primer grado con
dos variables: x y y. Su aplicacién en situaciones cotidianas es muy comun, por ejemplo,
supongamos que investigamos los costos de contratar un servicio de telefonia celular para
optar por la compafia que represente el mayor beneficio. Si tenemos 2 opciones como
finalistas: Por un lado, IUSACELL proporciona un plan, en el cual cobran por cada minuto de
llamada $5.00 en los primeros 5 minutos y los siguientes en $3.00, por otro lado, TELCEL con
un esquema similar, los costos son de $4.00 el primer minuto y $3.50 los siguientes. ;Cual
plan genera un mayor costo-beneficio? ;Cémo podemos comparar los esquemas de ambas
compafiias? Estas preguntas pueden ser contestadas a través del desarrollo de un modelo
lineal.

En esta actividad aprenderemos las diferentes formas de la ecuacion de la recta que nos
permitird resolver situaciones didécticas que involucren modelos lineales.

FORMAS DE LA ECUACION DE LA RECTA.

Una recta, analiticamente, es una ecuacién de primer grado con dos variables. En este

apartado analizaremos las formas que puede tomar la ecuacién de la recta a partir de sus

elementos.

Punto-Pendiente Comun (pendiente-

ordenada al origen)
Formas de

la ecuacion
de la recta

Cartesiana (Dados 2
puntos)

Simétrica
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Ecuacién de la recta Punto-pendiente

Geométricamente hablando, una recta queda perfectamente bien determinada si conocemos

uno de sus puntos y su pendiente.

Para hallar la ecuacién de una recta a partir de estos dos
elementos, supongamos que (x1,1) es uno de los puntos por los
cuales pasa la recta; luego si (x, y) denota un cualquier punto
de la recta distinto al punto (x1, y1) entonces, la pendiente m de
la recta queda determinada por:

Y=

X=X

m=

De donde obtenemos:
m(x — x1) =y — y1

Figura 33

Puesto que (x, y) es punto cualquiera de la recta entonces la anterior relacion es la ecuaciéon de
la recta denominada forma punto-pendiente. Asi concluimos: La ecuacién de la recta en su

forma punto-pendiente esta dada por:

[ y—ylzm(x—xl)}

Es importante decir, que a partir de esta ecuacion se obtienen otras formas de la ecuacion de
la recta. Por otro lado, para graficar una recta dado un punto de ella y su pendiente se siguen

los siguientes pasos:

1. Se ubica el punto dado (x1, y1) en el plano coordenado.

2. Para este fin, es mejor tomar la pendiente en valor fraccionario, digamos m = % , luego a

partir del punto (x1, y1) se avanzan verticalmente hacia arriba tantas unidades como lo

indique el numerador (si el signo de la pendiente es positivo) o hacia abajo (si el signo

de la pendiente es negativo). A partir de alli, se avanzan hacia la derecha tantas

unidades lo indique el denominador, localizando de esta manera otro punto por el cual

también pasa la recta.

3. Asi, se traza la recta de tal manera que pase por el punto (x1, y1) dado y el punto

localizado en el paso anterior.
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Ejemplo 1

Halle la ecuacion de la recta que pasa por el punto (3,2) y tiene una pendiente iqual a 2.

/]
Solucién:
1. Obtener datos. En este problema, (3,2) y m =2

2. Considerar la férmula: y — y1 = m(x — x1)

3. Sustituir y desarrollar.

y—2=2(x-3) -
y—2=2x—-6 Forma Punto-Pendiente i
y —2-2x+ 6 =0 (Igualando a cero) -
y=2x+4=0 |
Ix + y + 4=0 (_1) Figura 34

2x-y-4=0 Forma General

Ejemplo 2

Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por el punto (—4, —3) y tiene una pendiente igual a -1/3.

Solucién: A
1. Obtener datos. Para este problema (-4, -3) y m =
-1/3

2. Considerar la Férmula: y — y1 = m(x — x1)

3. Sustituir y desarrollar: \
1
Y- (8)= =2 (x-(~4)) :

y+3=- é (x +4) Forma Punto-Pendiente

Figura 35
3(y+3) =1 (x +4)

3y+9=-x-4

3y+9+x+4=0

3y+x+13=0

x+3y+13=0 Forma General
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Ecuacion de la recta dados Dos puntos.

Geométricamente una recta queda bien determinada por dos puntos cualesquiera de esta, y

analiticamente hablando, la ecuacién de una recta también queda perfectamente determinada
si conocemos las coordenadas de cualquiera de sus puntos.

Si A(x1, y1) y B(x2, y2) son dos puntos diferentes cualesquiera de la recta entonces, la
pendiente de la recta es:
Y2—)1
m=="—
X27X1
Ahora la ecuacion de la recta que pasa por un punto y tiene su pendiente dada es:
y = y1=m(x - x1)

De aqui que, conocida la pendiente y un punto de ella, digamos A(x1,y1), (es lo mismo si se
elige B(x2, ¥2)) se tenga que:
0 T & (-
L Y- —xz_xl(x xl)J

Esta tltima ecuacion es conocida como la ecuacién de la recta que pasa por dos puntos de
ella.

Ejemplo 1

Hallar la ecuacion de la recta que pasa por los siguientes dos puntos: A(=2,3) y B(3, —4).
Solucién:

1. Etiquetando coordenadas para evitar errores en la sustitucion: A
A(-2,3)y B(3, —4) x1=-2, y1=3, x2=3, y2= -4
2. Férmula: — g1 =222 (x — x1)
, : Y=y 1 , .
3. Sustituyendo valores:
e P
y-3=5"p (= (-2)
= — (g + Figura 36
y-3 3+2 (x 2)

y=3=—(x+2)
5(y - 3) = ~7(x +2)
5y-15=-7x-14
5y-15+7x+14=0
59y +7x—-1=0
7x+5y-1=0

La obtencion de su grafica es facil,
Unicamente se ubican los puntos A(-2,3) y
B(3, —4) en el plano y se traza la recta por
esos puntos
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Ecuacién de la recta Pendiente-ordenada al origen.

Este modelo lineal es uno de los mas simples y précticos para describir una recta y dibujar su
grafica.

Se le dice ordenada en el origen a la intersecciéon de la recta con el N
eje Y y se representa con la letra b. (Ver figura) Ahora bien, si se
conocen las coordenadas del punto de interseccion de la recta con
el eje Y, las cuales son (0, b) y también su pendiente m podemos

W
S

obtener la ecuacién de la recta en su forma pendiente-ordenada al
origen aplicando la ecuacién de la recta en la forma punto-
pendiente.

Sustituyendo el punto (0, b) en la ecuaciéon punto-pendiente, tenemos: Figura 37
y —y1=m(x — x1)
y—b=m(x-0)
y—b=mx
y=mx+b

Asi la ecuacién de la recta en su forma pendiente-ordenada en el origen esta dada por:

Ejemplo 1

Hallar la ecuacion de la recta cuya pendiente es =2 y cuya interseccion con el eje Y es —3.

ST

Solucién: Su ecuacion se obtiene mediante la forma: y=mx+ b

1. Sustituyendo valores tenemos: y = -2x + (-3)=-2x -3 > y=-2x-3
Para hacer la grafica de la recta, se elabora antes una tabulacion A
donde solo seran necesarios asignar dos valores a la variable x,
evaluarlos en la ecuacién pendiente-ordenada al origen y
obtener asi los correspondientes valores para y. \ I

TR W

x y=-2x-3 P(x,y)
0 =2(0)-3=-3 4(0,-3) \

1 -2(1)-3=-5 B(1,-5)

Figura 38
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Ecuacion Simétrica de la recta.

Forma de la recta que se determina conociendo los puntos donde intersecta (cruza) con los ejes

“"_mu “"__Jr

xy'y

Para obtener la ecuacién simétrica de la recta, supongamos que conocemos las intersecciones
de la recta con los dos ejes coordenados como se nos muestra
en la figura:

¥

\ B{0.b)

B
Es facil notar que las coordenadas del punto de interseccion

de la recta con el eje X son de la forma (a, 0) con a #0 b <

(algunas veces llamada esta forma abscisa en el origen) y que Ala.0)
las coordenadas del punto de intersecciéon de la recta con el - x
eje Y son de la forma (0, b) con b # 0. (Esto es, la ordenada en . ;\
el origen) ) g
5 Figura 39

La ecuacion de la recta en su forma simétrica se obtiene aplicando a los puntos (a, 0) y (0, b) la
ecuacion de la recta que pasa por dos puntos, asi tenemos:

b-0
y-0=— (x —a) Dividiendo entre ab la ecuacién queda....
y=—§(x—a) ay + bx = ab
ay =-b(x—a) ab
ay =-bx +ab ay bx ab

b ab ab
ay + bx=ab @ a ¢

Queda...

Que es la forma simétrica de la recta.

Ejemplo 1

Se sabe que una recta en el plano interseca a los ejes X y Y en 2 y =3 respectivamente. Halle su
ecuacion.

Solucion: Para hallar su ecuaciéon utilizamos la féormula:

x y
“+Z=1
a+b

67



Cuadernil'lo
Educativo

1. Sustituyendo valores, en este caso (2,0) y (0, —3) tenemos:

x, Yy

42 =1

2 * -3

x Yy

i
2 3

2. Multiplicando por un denominador comun a toda la ecuacién, (en este caso 6) se
obtiene:
3x -2y =6
3x-2y-6=0

Para hacer la gréfica de la recta se ubican las intersecciones con los ejes y se traza la recta por
esos puntos.

Ecuacion General de la Recta.

Si fuimos observadores, en todas las formas de la ecuacién de una recta, obtuvimos una

ecuacion de la forma Ax + By + C = 0. (Constatelo revisando cada uno de los ejemplos hechos
en cada una de las formas obtenidas). Esto se debe a que el lugar geométrico de una recta en el

plano siempre tiene asignada una ecuacion en esta forma.

Es decir, una recta, analiticamente es una ecuacion de primer grado (o ecuacién lineal) en dos
variables de la forma:

[ Ax+By+C=DJ

Donde A, B, C son ntimeros reales y A, B no son simultdneamente nulos. La ecuacién general
se debe presentar de forma que A sea positiva.

Si A =0, entonces la ecuacion general de la recta serd de la forma y = r para algtin niimero
real r, es decir, todos los puntos de esta recta tendran la misma coordenada en el Eje Y, mas
aun, su grafica sera una recta totalmente horizontal.

Si B = 0, entonces la ecuacién general de la recta serd de la forma x = r para algtin namero
real r, es decir, todos los puntos de esta recta tendran la misma coordenada en el Eje X, mas
aun, su gréfica sera una recta totalmente vertical.

También se pueden obtener los puntos de corte de la recta con los ejes de coordenadas. El
corte con el eje X, el punto a y el corte con el eje Y, el punto b:
C €
a=—— = ——

A B
Asi como la pendiente de la recta:

SIS

==
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Ejemplo 1

Dada la ecuacion 6x -7y + 11 = 0, encuentra la pendiente y las intersecciones con los ejes.
Solucién:

1. Obtenemos los valores a A, By C de la ecuaciéon dada: A=6, B=-7y C=11

2. Sustituimos los valores A, B y C en las ecuaciones que se obtiene de la férmula general
para obtener la pendiente y las intersecciones con los ejes.

A 6 6
Mm=—"3~ 777
¢ 1
=747 76
c 11 11
b:——:——:_
B- =777

Ejemplo 2

Calcula la ecuacion en su forma general de la recta que pasa por el punto P(5,4) y es paralela a la
recta: 3x + 2y -5 = 0.

Solucion:

1. Las rectas paralelas tienen pendientes iguales, por lo que, si hallamos la pendiente de

la ecuaciéon dada, podemos encontrar la ecuacion que pasa por el punto dado.

A3
Mm=="5~ 72

2. Yatenemos la m y un punto, sustituimos en la férmula punto-pendiente y la
desarrollamos para llegar a la ecuacién solicitada en su forma general.

y-4=- % (x-5) Forma Punto-Pendiente
2(y-4)=-3(x-5)

2y-8=-3x +15

2y-8+3x-15=0

2y +3x-23=0 Forma General
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Ecuacion Normal de la Recta.

Esta forma de ecuacion permite saber a qué distancia del origen se halla la recta.

Su nombre se debe a que los pardmetros de dicha recta estan
tomados a partir de una recta perpendicular a la recta de la
cual deseamos representar su ecuacion; ademds dicha
perpendicular pasa por el origen de coordenadas
rectangulares. Si consideramos el segmento de la recta que
tiene como extremo el origen y el punto donde ambas se

cortan, se identifican dos elementos ligados a la recta a
considerar; por el otro lado el angulo de inclinacién de la

recta, quedando la ecuacion:

Figura 40

xcosw+ysenw—p =20

Para ciertos tipos de problemas, la ecuacion de la recta normal se utiliza en su forma general.

La ecuacién de la recta normal en su forma general es:

Ax+By+C A B c 0
= T+ U+ =
\_.-_42 1 g2 v A2 1L Rge \__.-’_42 1 g2 y v A2 1L ge

Donde A, B ,C son reales y los coeficientes A, B no pueden ser cero simultdneamente.

Para obtener esta ecuacion basta dividir ambos lados de la ecuacidon de la recta en su forma
general entre v A® + B=,

Ejemplo 1

Calcula la ecuacion en forma normal de la recta: 12x -5y +1 =0

Solucién:
En este ejemplo necesitamos convertir la ecuacién de la recta en forma general a la forma
normal.

1. Para eso basta calcular el valor del denominador: v'4* + B*

2. y dividir ambos lados de la ecuacién (en su forma general) por ese valor.

VA2 L B2 = /(12)2 + (—5)2 = /144 + 25 = V169 = 13
3. La ecuacién normal de la recta sera:
12 ) 1 0
ST S YT o=
137 137
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Ejemplo 2

Calcula la ecuacion (forma normal) de la recta que tiene pendiente m= -4 y que pasa por el
punto P(1,3).

Solucién:

Empezamos calculando la ecuacién en forma punto-pendiente, asi obtenemos su forma
general y finalmente calculamos la ecuacién en la forma normal.

1. Ecuacién en forma punto-pendiente

y—y1 = mizr—mx)
y—3 = —4(xr—1)
y—3 = —4dxr+4
dr+y+1 = 0

2. Convertimos a la forma normal

Calculamos el valor de v A? + BZ;

3.

Actividad 2.2

1.
2.

\._..-" A2 L B2 — \.-"'f 22412 =16 +1= V1T
La ecuacion normal de la recta sera:
4

1 1
I -+ Y+
N ARV T AV

=0

Resuelve correctamente cada uno de los siguientes ejercicios que se presentan.

La soluciéon se tiene que hacer en hojas en blanco o en la libreta, ya que algunas
soluciones llevan procesos algebraicos necesarios para llegar a la respuesta correcta.
Grafica las ecuaciones encontradas en una hoja cuadriculada.

Si tienes la posibilidad utiliza el software Geogebra para comprobar tus resultados

Hallar las siguientes ecuaciones de las rectas en su forma general (igualadas a cero).
a) Pasa por el punto P(4, -3) y cuya pendiente es -2
b) Pasa por el punto D(-2, 5) y su pendiente es 2

c) Pasa por el punto E(-3, -2) y su pendiente es -2/3
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II. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(-2, -5) , B(4,1).

III. ~ Hallar la ecuacion de la recta que para por el punto (-6, 2) y que es paralela a la
recta y = gx — 1 (Recuerda que en las rectas paralelas sus pendientes son iguales)

IV.  Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (- 5, 4) y que es perpendicular a
larectay =— gx + 2 (Recuerda que en las rectas perpendiculares sus pendientes

son reciprocas y de signo contrario)

V. Hallar las siguientes ecuaciones de las rectas en su forma general (igualadas a cero).
Graficalas en una hoja cuadriculada.

a) Encuentra la ecuacién de la recta cuya abscisa y ordenada en el origen son 4y 5,
respectivamente.

b) Encuentra la ecuacion de la recta cuya intersecciéon en x es 5 y la interseccion en
y es -3.

VI.  Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por el punto (-4, 5) y que es paralela a la
recta3x-y-5=0.

VII.  Encuentra la ecuacion de la recta que para por el punto (4, -2) y que es
perpendicular a la recta 5x -y -3 = 0.

Evaluacion

e Esta actividad sera evaluada con el instrumento de evaluacién niimero 6
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Actividad 3

> Aprendizaje Esperado: Emplea las diferentes formas de la ecuaciéon de la recta favoreciendo su
pensamiento critico y el trabajo metédico en la resolucién de situaciones del ambiente que lo
rodea.

> Atributo (s): 5.1 Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo como
cada uno de sus pasos contribuye al alcance de un objetivo

» Conocimiento (s): Distancia de un punto a una recta

Lectura previa

Lee con mucha atencion el siguiente texto:

El borde costero entre Playa del Carmen y Paa-mul,
en el estado de Quintana Roo puede describirse con

la ecuacién y = x - 20, de acuerdo con el plano
mostrado (x, y en kilémetros). Utilizando la
distancia de un punto a una recta se puede hallar la
distancia minima, en kilémetros, de Cozumel,
situado en (1.2,-3.2), a la linea costera. ;Sera la

misma distancia a la real que existe entre Cozumel y f }
Playa del Carmen?

DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA.

La distancia de un punto a una recta es aquella que es perpendicular a la recta (Ax + By +C=0)

trazada desde el punto P(x,y), siendo esta distancia la minima entre el punto y la recta.

La férmula para calcular la minima distancia medida desde el

Axy + By, +C
punto P(x1, y1) hastalarecta @~Ax+By+C=0,es: d= NI L
d = Ax1 + By1 +C

VA? + B?
Y
Hay que poner necesariamente la ecuacion de la recta en

su forma general y sustituir en la ecuacion los valores de las
coordenadas del punto. El resultado se expresa en valor absoluto ~ #< %

Figura 41
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Ejemplo 1

Obtener la distancia entre la recta y el punto del plano dados: 12
y=—x+4
=i
P(2,1)

Solucién:

1. Como la ecuacion de la recta estd en la forma explicita se habra de transformar a la
forma general:

5y =12x + 20
12x -5y +20=0

2. Se trasladan a la ecuacién los valores de las coordenadas del punto P (2, 1):

Axp+Byp+C|_|12-2—5-1+20‘_

VAZ+B2 | | Vi2Z+52
|24 5420 |39‘_39_3
| vizd+25| |vieo| 13

3. La distancia es 3 u.

Ejemplo 2

Calcula la distancia del punto P(5,-3) ala recta 2x + 3y + 4 =0
Solucién:

1. Como la ecuacioén de la recta ya esta en su forma general, se sustituyen los datos en la
férmula de distancia de un punto a una recta.
_ |Ax1 + By, +C
-| Ny

|2(5)+3( 3)+4|
o V22432
2. Se desarrolla la ecuacioén.

d = |2(5)+3(—3)+4|_ 10-9 +4|_
V22432 V22+32

|\/4+9|=|\/E|

. ) 5
3. La distancia es—u

V13
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Actividad 2.3

1. Resuelve correctamente cada uno de los siguientes ejercicios que se presentan.
2. La solucién se tiene que hacer en hojas en blanco o en la libreta, ya que algunas

soluciones llevan procesos algebraicos necesarios para llegar a la respuesta correcta.
3. Grafica las distancias encontradas a partir de los elementos dados en una hoja

cuadriculada.

L. Hallar las siguientes distancias.

a) Del punto (2,-5) alarecta4x+3y-5=0.
b) Del punto (4, -6) a la recta 12x + 5y - 6=0.

II. Calcula la distancia entre las rectas paralelas 3x + 4y -12=0 y 3x + 4y +8 =0

Evaluacion
e Esta actividad sera evaluada con el instrumento de evaluacién nimero 7

VALORANDO MI AVANCE

Para concluir, contesta en tu libreta las siguientes preguntas con respecto de lo que aprendiste en este
bloque:

e ;Qué estoy aprendiendo?

e En qué aprendizajes esperados atn tengo
dificultades?

e ;Qué acciones puedo realizar para mejorar
mi desempeifio?

e ,Qué estrategias de estudio me han
funcionado en este bloque?
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BLOQUE III. Circunferencia

Actividad 1

> Aprendizaje Esperado: Aplica los conocimientos sobre la circunferencia y sus elementos,
externando un pensamiento critico y reflexivo para solucionar diferentes problematicas de su
entorno

> Atributo (s): 4.1 Expresa ideas y conceptos mediante representaciones lingtiisticas, matematicas o
gréficas /5 .1 Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo como
cada uno de sus pasos contribuye al alcance de un objetivo /5.6 Utiliza las tecnologias de la
informacién y comunicaciéon para procesar e interpretar informacién/ 8.1 Propone maneras de
solucionar un problema o desarrollar un proyecto en equipo, definiendo un curso de accién con
pasos especificos.

> Conocimiento (s): Lugar geométrico de la circunferencia.

» Lectura previa

Lee con mucha atencién los siguientes textos:
® Las conicas

Como ha sucedido en numerosas ocasiones, importantes creaciones en matematicas no
tuvieron un origen que pronosticara su relevancia posterior. Uno de estos casos es el de las
conocidisimas cénicas, en un principio estudiadas casi por simple diversiéon, pero de tan
variadas aplicaciones en muchas ramas de la ciencia. Como es sabido, fue Apollonius de Perga,
en el siglo III a.C. el primero que las introdujo ptablicamente, escribiendo el mas importante
tratado antiguo sobre las secciones conicas, aunque ya en el siglo anterior Menaechmus habia
escrito el primer tratado sobre cénicas. Lo que no es tan conocido es que el motivo que
originé esta creaciéon no fue precisamente el de explicar las 6rbitas de los planetas ni construir
aparatos de radar, sino el de buscar soluciones sélo con regla y compas de los tres famosos
problemas griegos que hoy sabemos irresolubles, como son el de la duplicacién del cubo, la
triseccion del dngulo y la cuadratura del circulo. Durante muchos siglos, las conicas fueron
descartadas en los trabajos de los matematicos hasta que volvieron stubitamente a la vida, al
comprobarse que el mundo que nos rodea esta lleno de secciones cénicas.

Distintos puntos de vista pueden considerarse para proporcionar una definiciéon de las
conicas, desde el clasico donde una cénica es la seccion obtenida al cortar un cono por un
plano, hasta la analitica donde una cénica es el lugar geométrico de los puntos que verifican
una determinada relacién de distancias. Ya estas definiciones permiten adelantar algunas
propiedades que seran de utilidad en las aplicaciones.

A partir de este bloque iniciaremos con el estudio de las cuatro curvas que, por su
importancia y aplicaciones en algunas ramas de la ciencia, es necesario considerarlas. Cada
una de estas curvas se describira como un lugar geométrico y se demostrara que cada una de
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ellas es la grafica de una ecuacion cuadrética en x o y, que se puede representar como caso
especial de la ecuacion general siguiente:

Ax® +Bxy +Cy® +Dx+Ey+F =0

Estas cuatro curvas son: la circunferencia, la parabola, la elipse y la hipérbola, llamadas
coénicas debido a que se pueden describir como las curvas que se generan al intersectarse un
plano con un cono circular.

Figura 42

De las cuatro curvas cénicas, este bloque serd dedicado al estudio de la circunferencia.

L. La circunferencia y el planeta Tierra

En el bloque anterior analizamos el primer ejemplo de lugar geométrico la linea recta y
observamos la forma en la que se manifiesta, por ejemplo, en la naturaleza. En el presente
bloque ampliaremos el estudio de los lugares geométricos, siendo ahora el turno de la
circunferencia. Esta tiene relacion con la naturaleza y la vida del hombre en cada instante, por
eso ha sido motivo de estudio desde la antigtiedad.

La invencién de la rueda, por ejemplo, es una manera de manifestar la relacién que tiene la
circunferencia con la vida de las personas. Hasta el siglo III a.c, Erastostenes, fildsofo,
astronomo y matematico griego con herramientas simples como las varas, imaginacion,
observaciones y estudio, sent6 las bases para los mapas de navegacion. Fue el primero en
incorporar lineas paralelas en los (meridianos), con la cual introdujo la idea de la forma
circular del planeta.

Uno de sus logros mas notables fue la aproximacion a la circunferencia de la Tierra, de hecho,
fue el primero en hacerlo. Se dice que en un viaje a Egipto pregunté cémo se orientaban los
marinos durante sus travesias; el capitdn del barco sefial6 una estrella fija en el cielo, la cual
debian mantener a proa cuando regresaban a Grecia y popa cuando se dirigian a Egipto.
Ademas, el capitdn le informé que el tamafio de las sombras de los objetos proyectaba al
medio dia disminuia al ir de Grecia a Egipto, asi que la sombra que generaba el mastil del
barco, era una referencia importante.
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Con estos datos, Eratéstenes concluyé que ambas ciudades podian encontrarse en el mismo
meridiano, y generé un modelo para encontrar el radio de la Tierra, el cual se basa en que la
Tierra es una esfera y el Sol estd lo suficientemente lejos para que los rayos fueran paralelos a
ella.

Asi aplicando algunos estudios de Euclides, y con elementos proporcionales, Eratdstenes
lleg6 a la conclusién de que el radio de la Tierra es igual a 40 000/ (2p) kilémetros, que
equivale a 6 366.18 kilometros, jsorprendente!, sobre todo si sabemos que el radio de la Tierra,
de acuerdo con los célculos efectuados con un sinntimero de aparatos y tecnologia, es de 6378
kilémetros. Como puedes notar es muy importante observar nuestro entorno vy
comprenderlo. Pero ;cual es la importancia?

En palabras de Galileo Galilei: “la ciencia estd escrita en un libro abierto que se presenta ante
nuestros o0jos, el Universo. Pero no puede entenderse si antes no se aprende la lengua y los
caracteres en que esta escrito. Estd escrito en el lenguaje de las matematicas y sus caracteres
son tridngulos, circulos y otras figuras geométricas, sin cuyo conocimiento es imposible
comprenderla; es como girar vanamente en un obscuro laberinto”.

Son incontables las aplicaciones que se basaban en el uso de la
circunferencia: la rueda, los viajes espaciales, los discos
magnéticos de almacenamiento, incluso en juegos simples
como yoyo, trompo, o balero, por mencionar algunos.

II. La Circunferencia

a) Definicion y elementos de la Circunferencia.

Circunferencia
Es un lugar geométrico, en la cual todos los puntos que la conforman estdn a la misma

distancia de otro llamado centro.

Al centro lo representamos comtnmente con la letra O, y la distancia fija la llamamos radio,
el cual representamos como r.

Asi consideramos que los parametros fundamentales de la circunferencia son el centro O y el
radio r, con los cuales la circunferencia queda perfectamente definida.
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Q
L]
Centro

/ 1 2 3 Circunferencia Centro 8

Los puntos A, B, C, D, E, F, G, H, | estan a la misma distancia del centro
-3

Figura 43

b) Puntos, rectas y segmentos de recta relacionados con la circunferencia

¢ Centro: punto interior equidistante de todos los puntos de la circunferencia.

e Radio: segmento que une al centro con un punto cualquiera de la circunferencia.

e Didmetro: segmento mayor que une dos puntos de la circunferencia y que
necesariamente pasa por el centro.

e Cuerda: segmento que une dos puntos de la circunferencia. Las cuerdas de
longitud méxima son los didmetros

e Arco: segmento curvilineo de puntos pertenecientes a la circunferencia.

e Semicircunferencia: cada uno de los dos arcos delimitados por los extremos de
un didmetro.

e Recta tangente: es aquella que interseca a la circunferencia en un solo punto.

e Recta secante: es que interseca a la circunferencia en dos puntos.

En la siguiente imagen se muestra cada una de las rectas y segmentos.

i

Flec'hva”o N

\ Recta

secante

Cuerda PQ

Di;i_m_elro
(AB )

. \ Recta
Punto de tangencia—— tangente

Figura 44
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Actividad 3.1

Instrucciones.
I.  Observa la siguiente imagen, identifica utilizando colores diferentes los segmentos,
rectas y puntos que se solicitan en la tabla, en la columna de la izquierda se menciona
la rectas, segmento o punto y en la columna de la derecha estan las opciones. Para cada

caso selecciona y encierra como respuesta una de las tres opciones.

¥ o

Simbolo de la Recta, Nombre
segmento o punto

B Recta tangente Recta secante Arco

ON Cuerda Recta secante Radio

HJ Recta tangente Flecha Arco

L Punto exterior Diametro Flecha

K Flecha Diametro Punto interior
AB Cuerda Radio Recta secante
EF Cuerda Flecha Arco

CD Cuerda Flecha Arco

BG Radio Diametro Arco

Evaluacion

e Se utilizara el instrumento 8 lista de cotejo 3.1 rectas y segmentos de la circunferencia.
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Actividad 2

> Aprendizaje Esperado: Aplica los conocimientos sobre la circunferencia y sus elementos,
externando un pensamiento critico y reflexivo para solucionar diferentes problematicas de su
entorno

> Atributo (s): 4.1 Expresa ideas y conceptos mediante representaciones lingtiisticas, matematicas o
graficas /5 .1 Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo como
cada uno de sus pasos contribuye al alcance de un objetivo /5.6 Utiliza las tecnologias de la
informacién y comunicacion para procesar e interpretar informacién/ 8.1 Propone maneras de
solucionar un problema o desarrollar un proyecto en equipo, definiendo un curso de accién con
pasos especificos.

» Conocimiento (s): Ecuacion de la circunferencia/Forma ordinaria con centro en el origen y fuera
de él/ Forma general/ Ecuacién de la circunferencia que pasa por tres puntos.

Lectura previa

Lee con mucha atencion el siguiente texto:

® Ecuaciones de la circunferencia

Nuevamente se presenta el problema: se tiene un lugar geométrico y se requiere encontrar la
ecuacion que la describe, para la Circunferencia se pueden presentar dos casos importantes

e Cuando la circunferencia esta centrada en el origen

e Cuando no tienen como centro al origen
Para ambos casos es posible expresar la ecuacion que determina ese lugar geométrico.

I.  Ecuacidon de la circunferencia con centro en el origen
(Ecuacion Candnica)

La forma mas simple de una circunferencia es aquella de la que se sabe que tiene centro en el
origen y un radio de longitud r; cada punto de la circunferencia equidista del centro,
entonces, partiendo de la férmula de distancia entre dos puntos, donde uno de los puntos es
el origen e igualando la distancia al valor del radio, se tiene:

d= (= x)2 + (¥, — y1)?

r=J(x-0y+( -0y
r=4x?+y?
x2+yt=r

Se debe poner especial atencion en el término del lado derecho que corresponde al valor del
radio. La circunferencia no describe una funcién sino més bien una relacioén; es decir, que, en
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este caso, a cada elemento del dominio(x) le corresponden dos valores del condominio (y) de
tal forma que una parte de la circunferencia se trazara en la parte positiva del eje de las
ordenadas y la otra parte tendra el mismo valor, pero con signo opuesto o negativo, por lo
que se trazarda en la parte negativa del eje de las ordenadas.

Con base a lo anterior se define lo siguiente:

La forma de la ecuaciéon canodnica de la
Circunferencia, esta dada por la
expresion

2

x2+y2=r

Donde r, representa el valor del radio de
la circunferencia y su centro es el origen.

Figura 45

Ejemplo 1

Calcula la ecuacién candnica de la circunferencia con centro en el origen y radio 2/3.

Solucion:

Sustituimos el valor del radio en la ecuacién candnica:

x2+yz=7‘2 X+y:=4/9
Quedando de la siguiente manera: iR
2\ 2
2 4 o2
cer= (3
¥ =3
x2+y? = f |:> Ecuacién canénica ik
9

La representacion gréfica se muestra a continuacion:

Figura 46
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Ademas podemos transformar la ecuacién canénica a la ecuacién en su forma general:

4
2 2__:0
x“+y 9

((x2 +y2-H=0)9

9x2 +9y2 —4 =0 |:> Ecuacién general

Ejemplo 2

Determinar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto A(3,7) y cuyo centro se encuentra en
el punto C (0,0)

Solucion:
Primero calculamos el radio aplicando la férmula de distancia entre dos puntos.
Parael punto A(3,7) ; x;,=3 y y;,=7

Parael puntoC (0,0); x,=0 y y,=0

d(A,C) =/ (xz — x1)% + (¥2 — ¥1)?
d(A,C) =/ (0—3)% + (0 — 7)?
d(A,C) =V9 +49

d(A,C) = V58
radio = V58
10
Ahora sustituimos en la ecuacién candnica X? +y2 = 58

X2 4yt = g2
x% +y? = (V58)2
x> +y? =58

La grafica se muestra a continuacion:

Figura 47
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II.  Ecuacion de la circunferencia con centro fuera del origen
(Ecuacion ordinaria)

Una modificacién de la forma canénica ocurre cuando se tiene una circunferencia con centro
diferente al origen, por lo general se indica como punto con coordenadas (h, k), y ademaés se
conoce el radio de la circunferencia. Como todos los puntos de la circunferencia equidistan
del centro, se parte de la ecuacién de la distancia entre dos puntos y se sustituye uno de los
puntos por (h, k) que indica el centro de la circunferencia dada. De esta forma se tiene.

d= (= x)2 + (¥, — y1)?

r=J@—h?+y-k)?

-+ -k)?=r’
Nuevamente se ha elevado el término que corresponde al radio de la circunferencia, a la
segunda potencia, ya que para un valor de la abscisa x le corresponden dos valores de la

ordenada.

Entonces se tiene lo siguiente:

La forma de la ecuaciéon ordinaria de
la Circunferencia con centro en el
punto (i, k) y radio r, esta dada por
la expresion

x-h?+ @ —-k?*=r°

Figura 48

Ejemplo 1

Calcula la ecuacion ordinaria de la circunferencia si su centro es C(2, 6) y su radio es 4. Realiza su
grifica.

Solucién:

Como el centro es C(2, 6) entonces h= 2y k= 6. El radio es r=4
Sustituimos en la ecuacioén ordinaria
(x —h)?+ (y—k)? =12
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x=22+@—-6)=®)?*

(x—2)%+ (y—6)2 =16 :> Ecuacion ordinaria

La grafica se muestra a continuacion:

R

E Figura 49

Ademads, podemos convertir esta ecuacién a su forma general, desarrollando los
binomios, simplificando términos e igualando a cero.

(x—2)2*+(y—6)>=16

() +20)(=2) + (=2 + ()* +2(»)(=6) + (—=6)* =16
x2—4x+4+y2—12y+36=16

x2+y?—4x—12y+4+36—16=10

X2 4+y?—dx—12y+24=0 |:> Ecuacion general

Ejemplo 2

Encuentra la ecuacion ordinaria de una circunferencia si los extremos de uno de sus diametros son A(4,
-3) y B(-2, 7). Conociendo los extremos de un didmetro, ; Como obtendrias el centro? ;Y el radio?

Solucién:
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Como el segmento AB es un didmetro, el centro es el punto medio de este segmento, y el
radio es la mitad de la distancia entre A y B:

Necesitamos saber

las coordenadas del punto medio
Ya que esas seran las coordenadas
del centro de|la circunferencia

fa

Figura 50

Para hallar las coordenadas del punto medio, utilizamos las siguientes férmulas:

— X1t+X3 — y1tY2
2 2
Como A(4,-3) y B(-2,7)
X1, Y1 X2, Y2
— X1tX; — y1tY2
2 2
-3+7
44(-2 y=
Lo M2 >
2
" 4
- y=3
X > 2
x=1 y =2
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Por lo tanto, las coordenadas del punto medio son (1,2)

Mismas que corresponden a las coordenadas del centro
C(1,2)

Figura 51

Para hallar el radio, primero calculamos la longitud del didmetro, es decir calculamos la
distancia que hay entre los puntos A y B, con la férmula:

(AB) = V(= y1)2+ (x2 —x1)2

Como A(4, -3) y B(-2,7)

X1, Y1 X2,Y2

d(4,B) = J(7—(-3))2+ (-2 -4)?

d(A,B) = \/(7+3)2+ (—6)2 = /(10)2 + 36 = V136

V136
Es decir diametro = V136 mEm) 1 = —

Ahora sustituimos los datos del centro y el radio en la ecuacién ordinaria;

Como el centro es (1, 2) ¥ h=1yk=2
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(x-m*+ -k =r?

(= D+ (v~ 2)? =<@)

(+136)°

(x—1)2+(y—2)2=W

136
(- D2+ -2 =—

(x =12+ (y—2)2 =34 =)

Ahora la podemos transformar a la forma general

(x—1D*+(y—2)>=34

() +20) D+ D2+ ) +2(0)(-2) + (-2)* =34
x2—2x+1+y%>—4y+4=34

x2—2x+y —4y++1+4—-34=0

X2 +y2—2x—4y—29=0 =

La representacion gréfica se muestra a continuacion:

a

Figura 52
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III.  Ecuacion general de la circunferencia

La forma de hallar la ecuacion general de la circunferencia es partiendo de la forma ordinaria
y realizar algunas operaciones:

Si tenemos la forma ordinaria (x — h)? + (y — k)? = r?

Desarrollando los binomios (x)? + 2(x)(—h) + (—h)? + ()? + 2(y)(=k) + (=k)? = 2

x%—2hx + h* + y? — 2ky + k* =1r?
Ordenando los términos x? + y? — 2hx — 2ky + h® + k? = r?
Igualando la ecuacion con cero x% + y? — 2hx — 2ky + h® + k? —r?2 =0

Con la finalidad de que todas las conicas tengan una misma estructura, se sustituyen los
coeficientes por las siguientes literales:

F=h?+k%?—1r?
Se tiene, entonces que x* + y> + Dx + Ey + F = 0

A partir de estos elementos se presenta lo siguiente:

La ecuacién general de la Circunferencia
estd dada por la expresion:

x* 4+ 92 +Dx+Ey+F =0
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IV. Obtencién de las coordenadas del centro y valor del radio a partir de la forma
general de la ecuacién de la circunferencia.

La forma mas sencilla de obtener las coordenadas del centro y valor de la longitud del radio
de una circunferencia, a partir de su forma general, es precisamente encontrando la ecuacion
en su forma ordinaria.

Para hacer este procedimiento, se partird de la forma general x? + y> + Dx + Ey + F = 0
Pasar el término independiente del lado derecho de la ecuacion: x* + y? + Dx + Ey = —F
Reordenar términos: x? + Dx + y?> + Ey = —F

Completar el trinomio cuadrado perfecto para x y y, y sumando del lado derecho para
mantener la igualdad. Notemos que para hallar el tercer término del trinomio se divide el
coeficiente del término lineal entre dos y se eleva a la segunda potencia.

2 EZ D2 EZ

D
24 p 24 F —=+—+ — —F
x+x+4+y+y+4 +4+4

Al expresar el trinomio cuadrado perfecto como suma de cuadrados tenemos:

(+D)2+( +E)2_D2+E2—4F
*T2) TVT) T 4

Esta ultima ecuacion tiene la forma de la ecuacién ordinaria de una circunferencia; sin

embargo, no siempre sucede que la ecuacién inicial represente una circunferencia, y esto
D2+E?—4F

depende del término ———— que expresa el valor del radio. Se pueden presentar tres
situaciones:

se trata de una circunferencia con centro en las coordenadas
Sir?>0 D E . D2+E2—4F

(——,——)yradlor = [—

2 2 4
Se trata de una circunferencia tiene radio cero o que representa
L2 = D E

Si r*=0 solamente un punto con coordenadas (— Sl E)'

Entonces el valor del radio equivaldria a obtener la raiz cuadrada
Si r’<0 de un namero negativo, lo cual no tiene sentido en el campo de los
numeros reales. Por lo que se concluye que no se trata de la
ecuacion de una circunferencia.
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Ejemplo 1

Hallar la ecuacion en su forma ordinaria, las coordenadas del centro y el radio de la circunferencia que
tiene por ecuacion general x* +y* —6x+ 10y +30=10

Solucioén:

x2+y?—6x+10y+30=0 Ecuacién dada

(x* —6x) + (y* + 10y) = —30 Agrupamos términos en x y en y
(x2 —6x+?) + (y? + 10y+?) = —30+? +? Completamos cuadrados en x y y

(x2—6x+ __ )+ @?*+10y+_)=-30+_ +_
() =9 B -2

(x?—6x+9)+ (¥?2+10y +25)=-30+9 +25 Factorizamos los trinomios cuadrados
perfectos

(x—3)2+(y+5)?2=4 |:> Ecuacion ordinaria

Por lo tanto:
La circunferencia tiene centro en C(3, -5) y radio r = V4 = 2

ecuacion: X2 +y2-6x+ 10y + 30=0

-6

Figura 53
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V. Ecuacién de la circunferencia que pasa por tres puntos

Ejemplo 1

Calcula la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos:

Solucion:
Sustituimos los valores de las coordenadas de cada punto en la ecuacion de la circunferencia en a la
forma general. Asi por cada punto obtendremos una ecuacion.

Ecuacion para el punto P(-2, 3)
x2+y2+Dx+Ey+F=0
(-22+ (3)2+D(-2) + E@) + F=0
4+9-2D+3E+F=0
13-2D+3E+F=0
-2D+3E+F=-13

Ecuacion para el punto Q(-2, -3)
x2+y2+Dx+Ey+F=0

(-2 + ()2 + D(-2) + E(-3) + F = 0
4+9-2D-3E+F=0
13-2D-3E+F=0
-2D-3E+F=-13

Ecuacion para el punto P(6, -1)
x2+y2+Dx+Ey+F=0

(6)2+ (-1)2+ D(6) + E(-1) + F =0
36+1+6D-1E+F=0
37+6D-E+F=0

6D -E+F=-37

De modo que tenemos el siguiente sistema de ecuaciones de 3 x 3
-2D+3E+F=-13

-2D-3E+F=-13

6D-E+F=-37

Resolvemos por el método de suma y resta
—2D+\§E+F=-13

-2D-8E +F=-13
-4D  +2F=-26 (1)

-2D-3E+F=-13
(6D - E + F =-37) (-3)
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—2D-:\§:+F=-13
_18D +BE -3F = 111
20D | 2F =98 (2)

4D +2F=-26 (1)

-20D  -2F =98 (2

-24D =72
D=72/-24=-3

Sustituyendo en D= -3 en la ecuacion (1)

-4D +2F=-26
-4(-3) + 2F = -26
12 + 2F =-26
2F =-26-12
2F = -38
F=-38/2=-19

Sustituyendo en la primera ecuacién original D =-3 y F = -19
-2D+3E+F=-13

-2(-3)+3E-19=-13

6+3E-19=-13

3E-13=-13

BE=-13+13

E=0/3=0

Ya tenemos entonces las 3 variables que necesitamos para sustituir en la ecuacién general.
D=-3,E=0y F=-19

x2+y2+Dx+Ey+F=0
x2+y2+ (3)x+0y +(-19) =0
x2+y2-3x -19=0

También se puede resolver por el método de determinantes:

-2 53 1|-13
-2 -3 1]|-13
6 —1 1|-=37

Primero calculamos el determinante especial:

2 3
Ap=| -2 -3 1 |=48
6 —1 1
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Dado que el resultado fue distinto de cero, entonces el sistema de ecuaciones tiene solucién tnica.
Ahora calculemos los determinantes auxiliares para las incégnitas:

Determinante auxiliar para D.

-13 3 1
Ap=| —-13 -3 1 |=-144
—37 -1 1
Determinante auxiliar para E.
-2 13 1
Ap=| -2 —-13 1|=0
6 —37 1
Determinante auxiliar para F.
-2 3 13
F=|-2 -3 —13 | =-912
6 —1 —a7

Finalmente realizamos los cocientes y obtenemos:

Ap  —144
_D = = = —3
A, 18

Ap 0
E = - — =0
A, 48
Ap  —912
F = — — 19
A 18

D (-3) 3 3
S A ¢(3)
2 2 r_\/85
2 _ 55

= P A O 2
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La grafica queda de la siguiente manera:

Figura5d

Actividad 3.2

Instrucciones:

1. Lee el enunciado de cada problema y realiza lo que se te solicita.

1. Relaciona las circunferencias que se muestran en la imagen, con la ecuacién que le
corresponde. Escribiendo en el paréntesis de la derecha la letra de la circunferencia que le
corresponde con su ecuacion.

-5
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( ) x-1D*+@y-1*=1
( ) (x+3)+@-1D*=9
( ) 2 2 _ 25
(x+1) +(y+1) :T
() iy 2
() (x=2)*+y*=9

2. Realiza la grafica y calcula la ecuaciéon general de cada una de las circunferencias si en
cada caso se conoce lo siguiente:
a) Centro el origen y radio igual a .
b) Centro el origen y radio igual a 7.
c) Centro (1, 0) y radio igual a 8.
d) Centro (-1,2) y radio igual a Y%.

e) Centro (2,3) y radio igual a 3/5.

3. Realiza las operaciones completas y encuentra el centro y radio de las circunferencias
dadas por:

a) x2+y*—2x+4y—44=0
b) x2+y?—8x+4y—11=0
) x2+y?—4x+6y+13=0
Realiza la representacioén grafica en cada caso.

4. Calcula la ecuacion ordinaria de las circunferencias que pasan por los tres puntos dados.
Realiza la representacion grafica, sefiala centro y radio.
a) A(5,10), B(0,5), C(10,5)
b) A(0,-10) B(-6,-4) C(-12,-10)
c) A@B,12) B(-3,-6) C(-6,-5)
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5. La tienda de autoservicio:
a) ¢En qué sitio debe ubicarse una tienda de autoservicio para que esté a igual distancia
de dos conjuntos habitacionales situados en A(1,1), B(2,2), y de una zona residencial en
C(-6, 8)?
b) ¢A qué distancia quedaria la tienda de cada lugar?
c) Escribe la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos que representan a los
dos conjuntos habitacionales y la zona residencia.

Evaluacion

e Laactividad serd evaluada con el instrumento 9, lista de cotejo 3.2. Ejercicios de las ecuaciones
de la circunferencia

VALORANDO MI AVANCE

Para concluir, contesta en tu libreta las siguientes preguntas con respecto de lo que aprendiste en este
bloque:

e ;Qué estoy aprendiendo?

e En qué aprendizajes esperados atin tengo
dificultades?

e ;Qué acciones puedo realizar para mejorar
mi desempeno?

e ;Qué estrategias de estudio me han
funcionado en este bloque?
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BLOQUEIV. Parabola

Actividad 1

> Aprendizaje Esperado: Construye mediante la pardbola y sus elementos. soluciones creativas a
probleméticas del medio que lo rodea.

> Atributo (s): 4.1 Expresa ideas y conceptos mediante representaciones lingtiisticas, matematicas o
gréficas

» Conocimiento (s): Lugar geométrico de la pardbola. / Definicién, elementos y trazado de la
pardbola / Ecuacion ordinaria de pardbolas verticales y horizontales con vértice en y fuera del
origen.

Lectura previa
Si has descargado la app Geogebra en tu celular, observa, por ejemplo, como queda la

representacion gréfica de una parabola. Intenta colocar la siguiente funcién en la entrada de
la calculadora grafica para familiarizarte.

= GeeGebra Calculadora grafica <, ABRIRSESION
4
BE & m < RS o]
O Fy=x2-4x+2

Figura 55

Ahora si, vamos a entrar al tema que nos ocupa en esta secciéon, como te dards cuenta, ya
hasta aqui sabes que la geometria analitica se trata de representar figuras geométricas con
ecuaciones y con figuras trazadas en el plano cartesiano, ya has analizado la ecuaciéon de la
recta, ecuaciéon de la circunferencia y ahora es el momento de estudiar la ecuacién de la
parabola. Para esto déjame mostrarte algunos conceptos importantes que nos serviran para su
tratado o estudio.

Secciones Cénicas
Coémo lo vimos en el bloque anterior, las secciones conicas, también denominadas cénicas,
pueden obtenerse al cortar con un plano dos conos circulares rectos opuestos por el vértice.

Al variar la posiciéon del plano obtenemos una pardbola, un circulo, una elipse, o una
hipérbola, como podras observar en la figura 56.
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5

parabola circulo elipse hipérbola

Figura 56 recuperada de Google

Las secciones conicas fueron bastante estudiadas por los antiguos griegos, quienes
descubrieron propiedades que nos permiten plantear sus definiciones en términos de puntos
y rectas, como haremos con nuestro andlisis de la parabola.

iTe propongo un reto, vamos a construir una pardbola mediante el doblado de papel!

Sigue las indicaciones que te proporciono y observando con atencién cada paso mediante las
figuras.

Materiales:
e Hoja de papel blanco.
e Unaregla
e Lapiz, lapicero.

Pasos:
1. Toma una hoja de papel, y a unos 3 centimetros de uno de los lados menores traza
una paralela a éste y sitta un punto P sobre esa recta mas o menos que quede
centrado.

Figura 57 recuperada de Google.

2. Dobla la hoja de forma que el lado sefialado pase por el punto P.

Figura 58 recuperada de Google.
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3. Dobla muy bien y marca con un lapicero el doblez. Repite muchas veces y marca
siempre el doblez con el lapicero variando el punto de apoyo sobre el lado de un
extremo a otro. Observaras como se va delimitando una parabola, y va tomando la
forma de una seccién conica.

parabola

Figura 59 recuperadas de Google.

Analicemos algunas propiedades de nuestra construccion:
> Traza un punto R, sobre la parabola formada y une P con R, después, traza una
perpendicular desde el punto R hasta el borde de la hoja con el punto Q, que le
llamaremos Directriz.

Figura 60 elaboracién propia con Imagen recuperada de Google.

Ahora mide la distancia del segmento PR y la distancia del segmento QR. ;A qué conclusion
llegas?

Notardis que ambas distancias son lo mismo (son iguales), esto es una caracteristica muy importante de
la construccion de una pardbola.

Ahora sitta el punto M, sobre el pico de la parabola, a este punto le llamaremos vértice,
también ubica el punto T, en el borde de la hoja.

Figura 61
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Ahora mide la distancia del segmento MP y la distancia del segmento TM. ;A qué conclusion
llegas?
Del mismo modo que el caso anterior, observards que las distancias son las mismas (Iguales).

Hasta aqui, ya tienes un concepto muy vago de lo que es una parabola, pero a continuacién te
presento la definicién formal y las propiedades que debe tener.

® La parabola

Parabola

La Parabola es el lugar geométrico de todos los puntos P(x,y) tales que su distancia a una

recta fija (L) llamada directriz es la misma que su distancia a un punto fijo llamado foco (F)
que no esta sobre la recta.

El punto entre el foco y la directriz se llama vértice (punto medio del segmento que une el foco con
el punto donde la directriz intercepta al eje de la pardbola) y la recta que pasa por el foco y el
vértice se llama eje de la parabola.

En la siguiente figura el vértice esta en el origen del sistema de coordenadas y el eje de la

parédbola coincide con el eje X. La cuerda que pasa por el foco y es perpendicular al eje de la
parébola se llama lado recto, la distancia entre el foco y el vértice es a.

P(x,y)

V{0,0F(a,0)

- ) o -
(AR — P -

Figura 62

Recuerdas el reto que realizaste anteriormente doblando una hoja de papel, ahora ya puedes
darte cuenta de que una parabola tiene una definicion matematica y tiene elementos
importantes que lo hacen su razén de ser, te sugiero vuelvas a leer la definicién y te
familiarices con cada uno de los términos y elementos que, desde ahora en adelante vamos a
trabajar.
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I. Formas de la ecuacion de la parabola
a) Primera forma

Ecuacién de la parabola cuyo vértice esta en el origen y el eje es uno de los ejes
coordenados (La pardbola puede abrir hacia arriba, abajo, a la derecha o a la izquierda):

Por definicién P(x,y) es un punto de la parabola si y solo si, FP = PL (esta condicién es una
de las que analizaste en el reto del doblado de una hoja), en donde:

FP = /(x — a)? + (y — 0)2 Férmula de la distancia entre dos puntos.

PL = x + a, ya que del vértice al foco es la misma distancia que del vértice a la directriz (Otra
de las condiciones que analizaste en el reto del doblado del papel)

Sustituyendo en la condiciéon geométrica queda:

FP =PL

Jx—a)2+@y-02=x+a
(x—a)+ @y —-0)=(x+a)?
(x —a)> +y% = (x+a)?
x% —2ax + a? +y? = x* + 2ax + a?
y? = 4ax
y2—4ax=0
Férmula que corresponde a una paradbola horizontal con vértice en el origen.

Parabola
]

eje "y"

f":TF'l:-c. ¥}

eje nxn

=
—
——
o
[
B

Directriz

Figura 63
De la forma de la ecuacion se deduce que la parabola es simétrica con respecto al eje X.
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En donde el foco es F(a, 0) y la ecuacién de la directrizes x = —a.
> Sia < 0, es decir, que sea negativo, el foco estd a la izquierda de la directriz.
> Sia >0, es decir, que sea positivo, el foco a la derecha de la directriz.
> Lalongitud del lado recto es L = |4al|.

En el caso de que la pardbola su vértice este en el origen y el eje Y coincide con el eje de la
parabola su ecuacion es:
x* = 4ay

x*—4ay =0
De la forma de la ecuacion se deduce que la parabola es simétrica con respecto al eje Y.
En donde le foco es F(0, a), la ecuacion de la directrizes y = —a.
> Si a > 0, es decir, positivo, el foco estd por encima de la directriz.
> Sia < 0, es decir, negativo, el foco esta por debajo de la directriz.

> Lalongitud del lado recto es L = |4al.

RESUMEN DE LAS FORMA DE LA PARABOLA ANALIZADO ANTERIORMENTE
PARABOLA CON VERTICE EN EL ORIGEN V(0,0)

Ecuacidn, foco, directriz Grafica paraa > 0 Gréfica paraa <0

x* = 4ay
1

" 4a

x2

y

Foco: F(0,a)
Directriz: y = —a
Lado recto: |4al|

Ecuacion, foco, directriz | Grafica paraa > 0 Grafica paraa < 0
y? = 4ax
1 27 il
x=—y? :

Foco: F(a,0)
Directriz: x = —a
Lado recto: |4al|

4a 0(
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Ejemplo 1

Hallar el foco, la ecuacion de la directriz y la longitud del lado recto de la pardbola 3y* = 8x.

Solucién:

En este primer ejemplo nos piden encontrar los elementos de una parabola, fijate en la tabla 4
ahi esta resumido las formas de la parabola. Ademas, si observamos con mucha atencién,
vemos que la variable y, est4 elevado al cuadrado, eso nos indica que la parabola abrira hacia
la derecha o hacia la izquierda, dependiendo del signo del valor del pardmetro "a".

La ecuacion de la pardbola es y> = 4ax, si despejamos y? en la ecuacion de la pardbola
dada:

3y? = 8x.
2 8
queda y*© = Ex

12
2
El foco seré el punto F(a, 0), por tanto, el foco es F (5 ,0).

A el oo

Deducimos que 4a = g, lo cual implicaque @ =

La ecuacion de la directriz es Directriz: x = —a, por lo tanto X = — 5

Para hallar la longitud del lado recto determinamos el valor de |4a| = 4(2) = g,

Representacion grafica del ejemplo 1.

Lr= 2/6666666666667

-4

|
=
|
[3%]
|
[2¥]
|
-
e e e e
[=]

Figura 64

Como pudiste observar el parametro que nos ayudé a encontrar los elementos de la parabola

fue el valor de "a", ya que este valor aparece en todos ellos. Ademads, su signo es positivo, por
eso la parabola abri6 hacia la derecha.
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A modo de repaso y andlisis, se te proporciona realices la siguiente actividad.

Actividad 4.1.1

Instrucciones:

1. Llena la siguiente tabla con las indicaciones que se te piden en cada celda, analizando
detenidamente los datos proporcionados en el ejercicio que a continuacion se te da.

Hallar la ecuacion de la pardbola cuyo foco es el punto F (O, - g) y su directriz la recta

y- % = 0. Hallar la longitud del lado recto.

e FocoF (0, — %)

e Directriz

Segun los datos
proporcionados, revisa la
tabla 4 y escribe la forma que
corresponderd a la parabola
en cuestion.

Forma:

Segun los datos dados, ; Cuél
es el valor del pardametro
"a"?

De la forma de la pardbola y
del valor del pardmetro "a",

encuentra  la  ecuacion
correspondiente:

2 _

x” = ( )y

Escribe la formula de la
longitud del lado recto para
este caso.

Sin realizar la grafica, escribe
en qué direccién abrird la
parédbola y diga por qué.

Realiza el desarrollo
matematico para encontrar
la longitud del lado recto.

Lr =
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Actividad 4.1.2

Instrucciones:
1. Realiza la tabulacién de la ecuaciéon de la parabola y representa su grafica en el plano
cartesiano. Guiate en el ejemplo y continua el procedimiento que ahi se muestra.

Representa graficamente la siguiente ecuacion: x> = 5y

Tabulacion

x| 6| -5 4 | -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

y | 72| 5 | 32

Procedimiento para el llenado de la tabla:

Para x = —6 Para x= Para x=
x* =5y -5 —4
(—6)* =5y x? =5y x% =5y
36 = 5y (—5)? =5y (—4)2 = 5y
5y =36 25 =5y 16 = 5y
== 5y = 25 5y = 16
5 25 16
y=17.2 y=% y==
Continua este EREERER o T
procedimiento hasta o |
llenar por completo
la tabla. !
LG |
Posteriormente,
sitia en el plano y
cartesiano, cada una =432 !
de las parejas de
puntos de la tabla, 3

después, con tu
lapiz,  une  los

puntos -8 -7 -6 -5 —4 =3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 ] 7 ]
cuidadosamente 3

para formar la

grafica de la -2

parabola.
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Muy bien, si lograste realizar las actividades anteriores muchas felicidades, estas
progresando; ahora te muestro un ejemplo que ha sido muy estudiado al momento de
analizar la ecuacién de la parédbola, pero antes te presento algunos conceptos que necesitamos
para ello.

Ecuacién de la tangente en un punto de la parabola
* Recta: la linea recta se define como una sucesién de puntos infinitos, que conservan

una misma inclinacién (pendiente). Una linea recta no tiene inicio ni tiene fin, es
infinita.

Figura 65

* Recta Tangente: Asi se llama a la linea recta que tiene s6lo un punto en comun
(contacto) con la circunferencia.

Figura 66

En la imagen anterior, puedes observar que la recta es tangente a la circunferencia, ya que
solamente toca en el punto D a esta.

Con estos conceptos en mente ya podemos trabajar con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2

Halla la ecuacién de la recta tangente a la pardbola y*- 4x = 0, para el punto de contacto P;(1,2).

Solucién:

Si te fijas con atencién, notards que nos dan las coordenadas del punto de contacto entre la
recta y la pardbola, de ahi la definiciéon de la recta tangente (recuerda la definicion de recta
tangente, pero en la circunferencia, en nuestro caso en la pardbola)

Primero encontremos el valor de a.
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Recurre a la tabla 4 la cual te ayudard a identificar la forma de la ecuacion de la parabola y de
ahi encontrar sus elementos. En este caso serd de la forma: y*> = 4ax, esto lo lograremos
despejando a y? de la ecuacion que nos proporcionan y%-4x = 0.

y? = 4x
4a =4
a = 4/4
a=1

Aplicando la ecuacién de la tangente en un punto tenemos y;y = 2a(x + x,) sustituyendo los
valores en la ecuacién queda:

P:(1,2)
a=1

(2)y =2 + 1)

2y = 4(x + 1)

2y = 2x + 2 quedando:
x-y+1=0queeslaec

—24 \,.-‘2-4X=D

—f |

Figura 67

Ves que facil es, no debes olvidar que la ecuacion de una recta tangente a una parabola en un
punto dado es: y1y = 2a(x + x,).

Actividad 4.1.3

Instrucciones:
1. Resuelve correctamente en tu libreta los siguientes problemas.
2. Gréfica las ecuaciones de preferencia en una hoja cuadriculada.
3. Utiliza Geogebra para comprobar tus resultados.
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L. Halla la ecuacién de la parabola con vértice en el origen que satisface la condicién
dada.

Foco en (4,0)

Foco en (-3,0)

Directriz x-6=0

Directriz y+4=0

La longitud del lado recto es 12 y abre hacia abajo

oo o

IL. Para cada una de las siguientes parabolas con vértice en el origen, halla las
coordenadas del foco, el lado Recto y la ecuacion de la directriz.
a) 2y?=4x
b) y2=-12x
c) y?2=x
d) 4y2=-16x
e) x2=12y

Evaluacion

e Esta actividad serd evaluada con el instrumento de evaluacién niamero 10
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Actividad 2

> Aprendizaje Esperado: Construye mediante la parabola y sus elementos. soluciones creativas a
problemaéticas del medio que lo rodea.

> Atributo (s): 4.1 Expresa ideas y conceptos mediante representaciones lingtiisticas, matematicas o
graficas

» Conocimiento (s): Lugar geométrico de la pardbola. / Definicién, elementos y trazado de la
pardbola / Ecuaciéon ordinaria de pardbolas verticales y horizontales con vértice en y fuera del
origen.

Continuando con el estudio de la pardbola, vamos a analizar la segunda forma de
representacion de la ecuacién de una parabola.

b) Segunda forma
En esta seccién, vamos a estudiar a la parabola, pero cuando su vértice (piquito) ya no se
encuentra en el origen, ahora puede estar en alguno de los cuatro cuadrantes del plano
cartesiano, vamos a observar que aparecen nuevos parametros que debemos conocer o

determinar antes de poder encontrar su ecuacién y realizar el trazado de su grafica. Pon
mucha atencion en lo que a continuacion sigue.

Ecuacién general de la Parabola con vértice en V(h, k) y eje paralelo respectivamente al eje
x o al eje y.

(I). La ecuacién general de la parabola con eje paralelo al eje x es:

(y - k)> = 4a(x - h) Observa que ahora aparecen dos nuevos parametros la “k” y la “h”.

Se desarrolla el binomio al cuadrado y se realizan las operaciones indicadas.
y? - 2ky + k* = 4ax- 4ah

Se transponen todos los términos de la ecuacion en el miembro derecho.
y? - 4ax- 2ky + k* + 4ah=0

Se agrupan las constantes numéricas y literales y se les asigna una nueva variable.

En donde:
D = —4a
E = -2k

F = k* + 4ah
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De este modo se obtiene la ecuacién general de la pardbola con vértice en el punto V(h, k) y
con eje paralelo respectivamente al eje x.

y?+Dx+Ey+F =0.

H'\\ //’r
~ /
L /
I\ / L V{ £
/ \\
— o ~

Figura 68 recuperada de Google.
Del modo similar, obtenemos la ecuacion general de la parabola con eje paralelo al eje y.

(II). La ecuacién general de parabola con eje paralelo al eje y es:

(x - h)? = 4a(y - k) Observa que ahora aparecen dos nuevos pardmetros la “k” y la “h”.

Se desarrolla el binomio al cuadrado y se realizan las operaciones indicadas.

x% - 2hx + h? = 4ay - 4ak
Se transponen todos los términos de la ecuacion en el miembro derecho.
x%- 2hx- 4ay + h* + 4ak = 0

Se agrupan las constantes numéricas y literales y se les asigna una nueva variable.

En donde:
D = —2h
E = —4a

F = h? + 4ak

De este modo se obtiene la ecuacién general de la pardbola con vértice en el punto V(h, k) y
con eje paralelo al eje .

x> + Dx + Ey + F = 0.
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Figura 69 recuperada de Google.

RESUMEN DE LAS FORMA DE LA PARABOLA ANALIZADO ANTERIORMENTE
PARABOLA CON VERTICE EN V(h, k) Y EJE PARALELO RESPECTIVAMENTE AL EJE x O AL EJE y.

PARABOLA CON VERTICE EN EL PUNTO V(h k) [ECUACION ORDINARIA]
Tabla 5

Ecuacion, foco, directriz | Gréfica para a > 0 Grifica paraa < 0

(x — h)? = 4a(y — k) |
y=ax*+bx+c o

] .
Forma General : m
x> +Dx + Ey+F =0 T 0 : , :
Vértice: V(h, k)

Foco: F(h, k + a)
Directrizzy =k —a

Longitud del lado recto
Lr = |4a|

Ecuacion, foco, directriz | Gréfica para a > 0 Grifica paraa < 0

(y — k)? = 4a(x — h)
x=ay*+by+c

Forma General
y*+Dx+Ey+F=0 6

Vértice: V(h, k)
Foco: F(h + a, k)
Directriz:x = h—a

Longitud del lado recto
Lr = |4a|
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Ejemplos ilustrativos

Vamos a resolver algunos ejemplos de la ecuacion de una pardbola con todo lo analizado
anteriormente, pon mucha atencién, en caso de no quedar claro, te sugiero que repases
nuevamente la teoria y analices tantas veces sea necesario los ejemplos.

Reduzca de la forma general a la sequnda forma ordinaria y determine el vértice, el foco, la ecuacion
de la directriz y del eje, asi como el lado recto, de la siguiente pardbola: 4y® - 48x - 20y = 71.

Solucién:
Primero nos fijaremos en la variable que esta elevado al cuadrado y observaremos cuél es su

coeficiente, en este caso la variable elevada al cuadrado es la y y su coeficiente es 4, entonces
debemos dividir toda la ecuacion entre el factor 4, esto con el proposito de despejar al y?.

4y? - 48x- 20y = 71

4y> 48x 20y 71
4 4 4 4

2_12x-5y = —
y x-5y =~

Seguidamente, agrupamos en un paréntesis los términos que contengan a la variable y, y a los
que no, los transponemos del lado derecho de la ecuacion, en nuestro caso, la variable x.

71
GRS
4

Posteriormente nos centramos en la agrupacion, donde se encuentra la variable y y
completamos el trinomio cuadrado perfecto.

71

" -Gy) =12x+—-

Aqui, nos centramos en el factor lineal 5y, tomamos su coeficiente que es 5, lo dividimos

entre dos y lo elevamos al cuadrado:
5\ 52
G -=
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El resultado asi obtenido lo agregamos en la agrupacion, y también en el lado derecho de la
ecuacion para no afectar la igualdad, quedando de esta forma:

(yZ-Sy) =12x+%+

Ahora, se factoriza la agrupacion y se reduce los términos semejantes en el lado derecho de la
ecuacion, en este caso la factorizacion que haremos sera la factorizacion de un trinomio

cuadrado perfecto (TCP). y* -5y + %

2 25
y 4
I O5y+ ¢ Para realizar la factorizacion, se extrae la raiz cuadrada del primero y tercer
N \/2:5 término, estas raices se colocan en un paréntesis separado del signo del
Jl, ¢4 segundo término, en este caso sera el signo negativo, después se eleva al
g cuadrado.

La factorizacién realizada queda de esta manera:

71 25
=12x+—+—
4 4

Ahora, en el miembro derecho de la ecuacion, se suman las fracciones y se realiza la division.

(r-3) -12xs
Y=2) =Ty

5 2
(y-E) = 12x + 24

Después, se factoriza el miembro derecho de la ecuacion.

2

(y—;) =12(x + 2)

Observemos bien en lo que hemos llegado hasta ahora y tomamos en cuenta la tabla 5,
notaremos que se parece a la forma de la ecuacién de la pardbola con eje paralelo al eje x.

(y —k)? = 4a(x - h)

2

(y—%) =12(x + 2)
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De esta manera, podemos encontrar los valores de los siguientes parametros:
k=2 recuerda multiplicar los signos del parametro k.

2
h=-2
4a =12 > despejando a nos queda, a = 2=3.

4

De aqui determinamos lo que nos pide el ejercicio (revisa nuevamente la tabla 5):
® El vértice de coordenadas V (h, k) por lo tanto, V(—Z,;).
@® La distancia del vértice al foco es 4a = 12 por lo tanto a = 3.

® Las coordenadas del foco son F(h + a, k) por lo tanto, F(—2 + 3, g) 2> F(1, g)

® La ecuacion de la directriz es x = h — a entonces, x = -2 —3 = —5 que nos da x + 5 =

0.
® La ecuacion del ejees y = g oy-— g =0.
® Lalongitud del lado recto es igual a Lr = |4a| = |4(3)| = [12]| = 12.

De los datos anteriores nos queda la gréfica de la siguiente manera:

144

1
1
D : :
i : (y—g) =12 (x2)
r 1
e |
c |
x+5b =20t I
r
lz : Ejedelaparabola y —5 = 0

Figura 70
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Parabola que pasa por 3 puntos.

Ejemplo 2

Hallar la ecuacion de la pardbola cuyo eje es paralelo al eje x y pasa por los puntos A(0,0), B(8,—4) vy
c(3,1).

Solucién:
Para este ejercicio ya tenemos un dato muy importante, el cual es la forma de la pardbola,

entonces, la ecuacion general de la parabola que estamos buscando sera paralela al eje x,
revisa la tabla 4.2 para obtener dicha forma.

y2 + Dx + Ey + F = 0 (dato obtenido de la tabla 5)

Como los puntos dados pertenecen a la parabola implica que deben satisfacer esta
ecuacion, por lo tanto, sustituiremos las coordenadas de dichos puntos en la
ecuacion para obtener un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas asi:

y*+Dx+Ey+F=0
Para el punto A(0,0) queda la ecuacion general: (0)% + (0)D + (0)E + F = 0 y resulta F = 0
Para el punto B(8, —4) queda la ecuacién general: (—4)%+ (8)D + (—4)E+ F =0
16 +8D—-4E+F =0

Despejando el termino independiente tendremos: 8D — 4E + F = —16

Para el punto €(3,1) queda la ecuacion general: (1)2+ (3)D+ (1)E+F =0
1+3D+E+F=0

Despejando el termino independiente tendremos; 3D + E + F = —1

Como el valor de F = 0, sustituimos este valor en las dos ecuaciones restantes y tendremos:
8D —4E + F = —16 , quedara 8D — 4E = —16:

3D+E+F =-1,quedara: 3D + E = -1

Resolviendo este sistema de dos ecuaciones simultaneas con dos incégnitas nos queda:
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Multiplicamos la segunda ecuacién por el factor 4 para obtener coeficientes iguales del factor

E.
8D-4E=-16
==EN TR
8D -16
12D\t 4£)= -4
20D =-20
D =-20/20
D=-1
Después, sustituimos el valor de D = —1, en cualquiera de las dos ecuaciones y tendremos el

valor de E. Para este caso, lo sustituimos en la segunda ecuacién, que es la més sencilla.

3D +E=-1
3(-1)+E=-1
—3+E=-1
E=-1+3
E=2

Por tanto, nos quedaque: D = -1, E=2y F = 0.
Ahora, sustituimos estos valores en la forma general de la parabola y resulta:

y>2+Dx+Ey+F=0

T = I~
Il Il Il
(=] N |

[uxy

Y2+ (-Dx+2)y+0=0
y2—x+2y=0

Que es la ecuacién de la parabola buscada.
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Representacion gréfica de la parabola.

Figura 71
Ahora te toca a ti resolver algunos ejercicios, te deseo éxito, en caso de tener alguna duda,
vuelve a repasar los ejemplos anteriores.

Actividad 4.2.1

Instrucciones:

1. Reduzca de la forma general a la segunda forma ordinaria y determine el vértice, el
foco, la ecuacion de la directriz y del eje, asi como el lado recto, de la siguiente
parébola:

9x2 + 72y + 24x+ 16 = 0.

A continuacion, se te dan los pasos de la resolucién de este ejercicio y deberas llenar los
espacios vacios para que tome sentido la expresion y llegues al resultado esperado.

9x2 + 72y + 24x+16 =0

A continuacién, toda la ecuacién se debe dividir por un ntiimero, llena los cuadros con ese
numero y realiza la division si el resultado es exacto, en caso contrario, deja expresado en
forma de fraccion.

9x2+ 72y+ 24-x+ 16 0
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24+ 8 +24x+ 16—0
rTOT g T g T
24 16
2 27 _ _ -
(x+9x) 8y -

Encuentra el termino faltante en el siguiente paso para que la expresiéon quede completada en
un trinomio cuadrado perfecto (TCP).

, 24 16
(x +—x+ )=—8y——+
9 9

(x +§) =-8(y—-0)

Revisa la tabla 5 y escribe en la linea, cudl es la forma que tomo nuestra ecuacion:

Escribe cuales son los valores de los siguientes pardmetros.

Determina y escribe en la linea lo que se te solicita (Se sugiere revisar la tabla 5).

El vértice de coordenadas V (h, k) por lo tanto, V( ,

)-

Las coordenadas del foco son por lo tanto, F(___,

).

La ecuacion de la directriz es: y = k — a, por tanto, y =

La ecuacion del eje es: , por tanto, x + =

La longitud del lado recto es igual a Lr = | |, por lo tanto Lr =
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Ahora se te proporciona la gréfica del ejercicio, escribe en los recuadros los nombres de las
partes o elementos que se indican.

-\-\_\-\-“\

Actividad 4.2.2

Instrucciones:
4. Resuelve correctamente en tu libreta los siguientes problemas.
5. Gréfica las ecuaciones de preferencia en una hoja cuadriculada.
6. Utiliza Geogebra para comprobar tus resultados.

III.  Halla la ecuacién de la parabola en su forma GENERAL con vértice (hk) que
satisface la condiciéon dada.
a. V(-2,3),F(-2,-2)
b. V(2,3), F(@8, 3)
c. V(2,1), ellado recto es igual a 12 y abre hacia la izquierda.

IV. Halla las coordenadas del vértice, las coordenadas del foco, la longitud del lado
recto y la ecuacion de la directriz para las siguientes parabolas
a. (y-2)2=-12(x-1)
b. (x+3)2=16(y -1)
c. (x+4)2=-8(y+1)
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V. Para cada una de las siguientes parabolas con V(hk) , halla las coordenadas del
vértice, las coordenadas foco, el lado Recto, la ecuacién de la directriz y del eje
focal.

f) y2+8y+4x-20=0
g) x>+ 6x+2y+4=0
h) 2y2+24y -8x-16=0
i) 3x2-24x+18y-24=0

Evaluacion

e Esta actividad sera evaluada con el instrumento de evaluacién ntimero 11

PARA REFLEXIONAR UN POCO

Para poder hablar por celular y para ver los canales de television que tanto te gustan, se
necesita de la pardbola, esto se debe, a que las antenas que reciben estas sefiales de los
satélites, deben ser parabdlicas, para que por las propiedades que tienen este objeto
matematico, se reflejan los rayos a un punto que es el que conocemos como foco de la
parabola.

Operacién de una antena parabdlica

Seiial del
satélite

. Eje apuntando hacia el satélite

JFoco
Sefial reflejada

;.
24
t"//

Parabola

Figura 72 tomada de internet http:/ /bibliotecadigital.ilce.edu.mx/sites/ciencia/ volumen3/ciencia3/149/htm/sec_8.htm

Para la construccion de los satélites es muy importante tener presente la parabola ya que ellos
también deben recibir esos rayos de informacién y al igual que en las antenas, las
propiedades de la pardbola son de gran ayuda para poder hacer este proceso.
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Lébulo principal 37
de recepcion = X

‘/ Radiaciones en RF
v del Sol

Senal de RF transmitida
por el satélite

Figura 73 tomada de internet
https:/ /www.urbe.edu/info-consultas/web-
profesor/12697883 / articulos/ Comunicaciones %20Satelites %20y %20Celulares / Teoria %20de %20las %20Telecomunicaciones.pdf

Otro ejemplo se encuentra en los micréfonos parabdlicos este no refleja los rayos, pero si
refleja las ondas de sonido y con la misma idea que vimos en la parabola ayuda a que todas
las ondas se concentren en un punto y se escuche mds nitido en esto también lo usan
normalmente las cadenas de television.

Del mismo modo para los telescopios también es muy importante la parabola, su curva
particular ayuda a ampliar la vision de quien ve por un lente con esta forma y de esta manera
ver muy lejos, con instrumentos de este tipo es como se han podido ver estrellas que se
encuentran tan lejos de donde estamos debido a que se toma en cuenta esta reflexion de la
luz.

Hyporbolic
secondary
mirror

Parabolic 2
primary *
mirror e -

Focal point

Figura 74 tomada de internet https:/ /w3.ual.es/ ~vruiz/Docencia/ Apuntes/ Transduction/ Video/index.html

Existen también hornos solares que tienen forma de parabola, se reflejan los rayos de calor
emitidos por el sol y como ya vimos todos esos rayos se reflejan en un foco, si pones en el foco
una olla, todos los rayos calentaran rdpidamente tu comida debido a que la luz se refleja
sobre un espejo en forma de parabola y asi la luz es més intensa en dicho punto.
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Luz Solar

Pantalla parabdlica

Soporte para la comida

Figura 75 tomada de internet https:/ /www.goconqr.com/ pt-PT/p/4055350?dont_count=true&frame=true&fs=true

En general hay muchos objetos de nuestra vida que utilizan la pardbola para su
funcionamiento.

72
VALORANDO MI AVANCE
Para concluir, contesta en tu e ;Qué estoy aprendiendo?
libreta las siguientes preguntas e En qué aprendizajes esperados aun tengo
con respecto de lo que aprendiste dificultades?
en este bloque: e ;Qué acciones puedo realizar para mejorar

mi desempefio?
e ,Qué estrategias de estudio me han
funcionado en este bloque?
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BLOQUE V. Elipse

Actividad 1

> Aprendizaje Esperado: Emplea la elipse y sus elementos para solucionar colaborativamente
probleméticas en su vida cotidiana.
Usa modelos elipticos de manera reflexiva, para obtener la ecuacién ordinaria y transformarla a la
general, en situaciones de su contexto.

> Atributo (s): 4.1 Expresa ideas y conceptos mediante representaciones lingiiisticas, matematicas o
gréficas. / 5.2 Ordena informacion de acuerdo a categorias, jerarquias y relaciones. / 7.1 Definir
metas y da seguimiento a sus procesos de construccion de conocimiento.

> Conocimiento (s): Lugar geométrico de la elipse / Definicién de elementos y trazado de elipse /
Ecuacién de la elipse: Ordinaria verticales y horizontales con centro dentro y fuera del origen;
Ecuacién general de la elipse.

Lectura previa

Algunas de las aplicaciones que tiene la elipse:

- Algunas méaquinas de gimnasia poseen poleas elipticas, asi a través de sus poleas puede
transmitir una fuerza y permitir ejercitar a un atleta.

-Engranajes, los cuales encierran un volumen fijo de un fluido y la rotacion del engranaje
bombea dicho fluido hacia otra direcciéon de manera conveniente.

Esto refleja que aparte de los gimnasios, las elipses se pueden ver en motores de combustion

interna. Igualmente se tienen espejos elipticos, que reflejan todos los rayos emitidos por uno
de sus focos.
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® LaElipse

Pero todo lo anterior, tiene una forma matematica de representarse, la cual toma sentido en el
plano cartesiano. Antes de ello definamos en un principio el concepto de Elipse como lugar
geométrico:

Elipse

Es el conjunto de todos los puntos (x, y) en el plano cartesiano tales que la suma de las
distancias de ese punto a dos puntos fijos llamados focos es igual a una constante.

La siguiente grafica representa una elipse, la cual puede ser horizontal o vertical, asi como
con centro en el origen y fuera de esta. Lo tnico que cambia entre una horizontal y vertical, es
la forma de expresar los elementos y puntos de esta.

Lado Recto

o)

Vértice Veértice

Centro

Figura 76

De igual manera, tenemos los mismos elementos para una elipse vertical.
Entre los primeros conceptos que tenemos son:

1. Eje mayor = 2a (distancia de A a A’)

2. Eje menor = 2b (distancia de B a B)

3. Eje Focal = 2c (distancia de F a F")

Para obtener la ecuacién candnica de una elipse nos basamos de la distancia entre dos puntos,
en este caso considerado, a partir de la figura anterior, es la distancia de P hacia F, y de P
hacia F’, por lo que tenemos que:

PF + PF' = 2a

Para poder obtener la ecuaciéon de la elipse tomaremos como base los siguientes datos:
P(x,y),F(—c,0),F'(c,0)
dpg+dpyr =+/(x +)2+y2 ++/(x —c)2 +y? =2a
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Para simplificar la ecuaciéon anterior, pasamos el segundo radical a la parte derecha de la
igualdad y elevamos al cuadrado (esta parte se deja al lector que lo realice) para obtener:

cx+a=ay(x+c)?+y?

Elevamos de nueva cuenta la igualdad anterior y obtenemos:
c2x?2a%cx + a* = a’x? + 2a%cx + a’c? + a?y?
De donde
(a? — cH)x? + a’y? = a*(a®* — ¢?) ...(1)
Como 2a > 2¢ es a® > c¢? y a* — ¢? es un ntmero positivo el cual podemos reemplazar por
b?,
h2 = g% — 2
Por lo que la expresion (1) quedaria como:
b2x? + a?y? = a?h?
Y dividiendo entre a?bh? tenemos
2 2
SN2
a* b

La cual conocemos como primera ecuacion ordinaria de la elipse con centro en el origen.

A continuacién, enlistaremos de manera directa, todas las ecuaciones y férmulas que
emplearemos para elipse. Todas son consecuencia del proceso anterior, solo que afiadiendo
nuevas literales.

Elipse Horizontal Elipse Vertical con Elipse Horizontal con Elipse  Vertical con

con centro en el centroenelorigen  centroen (h, k) centro en (h, k)

x= oy x* oy (x—h)? (y—k)? (x—h)? (y—k)?
az b2 b2 ' az a? + b2 =1 b2 + a? -

1

e Para cada elipse, a es la longitud del semieje mayor, b es la del semieje menor, y a, b, y

¢ estan ligados por la relacion: a® = b% + ¢2.
2b?
e Longitud del lado recto: o

.. c
e FExcentricidad: e = -

I. Forma General de la Elipse

Asi como la recta, circunferencia y parabola tienen una ecuacién general, de la misma manera
lo tiene la Elipse, siendo esta:

Ax*> + By’ + Dx+Ey+F =0
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Para que la expresion anterior pueda representar una Elipse, los coeficientes A y B deben de
cumplir:

1. Ay B del mismo signo

2. A#B

Ejemplos

Para trabajar con los ejercicios de elipse necesitamos una serie de conocimientos previos los
cuales son:

a) Binomio al cuadrado

b) Factorizaciéon por término comuin

c) Factorizaciéon completando trinomio cuadrado perfecto
d) Simplificacién de fracciones

Ejemplo 1

Una elipse tiene su centro en el origen, y su eje mayor coincide con el eje Y. Si uno de los focos es el
punto (0, 3) y la excentricidad es igual a 5, determinar las coordenadas del otro foco, las longitudes de
los ejes mayor, menor, la ecuacion de la elipse y la longitud de cada uno de sus lados rectos.

Solucién:

Figura 77
La primera recomendacion es realizar el grafico de manera general para ubicar los datos que
nos estén dando en el ejercicio, con la finalidad de poder decidir qué tipo de ecuacién es y
donde estarian situados los demas datos.

Entre los datos que tenemos del ejercicio son:
a) Su foco tiene por coordenadas (0, 3) y como su centro es el origen, entonces su otro foco
esta en (0, -3).
A partir de lo anterior, deducimos que el eje focal es 2¢ = 6,c = 3.
De igual manera como el eje focal estd sobre el eje Y, nos indica que la elipse es
vertical.
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. c_ 1 . .
b) Su excentricidad es e = — = -, pero sustituyendo el valor de ¢ que anteriormente tenemos,
nos queda:

Despejando a

Y el eje mayor es 2a = 12.

c) Teniendo los valores de a y ¢, podemos obtener a b partiendo de la relaciéon pitagorica:
2 _ p2 4 .2
a‘=b"+c

b =+/a? — c?
b=+62-32=+36—-9=127~5.2

Despejando b

Sustituyendo a y c:

La longitud del eje menor es 2b = 10.4

d) Con los valores de a, b y ¢, podemos determinar el valor de lado recto, asi como su
ecuacion:

La longitud del lado recto es:
2b*  2(27) 54

—~ _"__—9
a 6 6
La ecuacion es:
x2 yz
ﬁ-l_a_z_l
xZ 2
x v
27 36

Ejemplo 2

Los vértices de una elipse tienen por coordenadas (-3, 7) y (-3,-1) y la longitud de cada lado recto es 2.
Determinar la ecuacion de la elipse, las longitudes de sus ejes mayor y menor, las coordenadas de sus
focos y su excentricidad.

Solucion:

a) Primero ubiquemos los puntos en el plano cartesiano para observar qué tipo de
elipse tenemos:
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Figura 78

Con la grafica anterior podemos observar que los puntos forman un segmento
vertical, el cual no esta situado sobre el eje y, por lo que su centro esta fuera del
origen y ademas es vertical. Por lo tanto, su ecuaciéon canénica es:

Y ERAY
(= =) _

b2 a? 1

De lo anterior debemos determinar a, b, h y k.

Determinacion de los valores
Por los puntos de los vértices que tenemos, el eje mayor:

20a=8;a=4
Por el valor del lado recto:
2b? B
— =
Determinaremos b:
b? = —;b? =2a;b =4
b=2

Por lo que el semieje menor 2b = 4.
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Determinaremos a c:

c=vV16—-8=+8
c=2V3
Excentricidad:
¢ _2V2 V3
¢Tu" 2 72

c) Coordenadas del centro y los focos
El centro se encuentra a la mitad de los vértices por lo que sus coordenadas son: (-3,
3).
Las coordenadas de sus focos seran F(—3, 3+ 2\/§) y F'(=3,3 — 2V3)

La ecuacion canodnica por lo tanto es:
2
(x=(-3)" »-3)?%_ )
22 + 42 -
(9€+3)2_|r(y—3)2 _
4 16

1

d) Como apartado extra determinaremos su ecuacién general la cual corresponde a
resolver el dlgebra de la ecuacion anterior e igualarlo a 0.
16(x + 3)2 + 4(y — 3)? )
64 B
16(x + 3)% + 4(y — 3)2 = 64
16(x>+6x+9)+4(y?—6y+9) —64=0
16x% + 96x + 144 + 4y%? — 24y + 36 — 64 = 0
16x% +4y? +96x — 24y + 116 = 0

Ejemplo 3

La ecuacién de una elipse es x* + 4y* + 2x — 12y + 6 = 0. Reducir esta ecuacion a la forma ordinaria
y determinar las coordenadas del centro, vértices, focos, calcular las longitudes de los ejes mayor, menor
y focal, del lado recto y la excentricidad.

Solucién:
Para resolver este problema debemos de aplicar los siguientes conceptos:
e Factorizaciéon mediante factor comtun
e Factorizacién completando trinomios cuadrados perfectos
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a) Asociaremos por variable la ecuacién y el término independiente lo mandaremos del
otro lado.
(x% 4+ 2x) + (4y* —12y) = —6

b) Factorizamosel4enlay.

(x? +2x) +4(y* - 3y) = -6

c¢) Completamos los trinomios para x e y, para luego factorizar.

9
(x2+2x+1)+4(y2—3y+z)=—6+1+9
2

(x+1)2+4<y—%) =4

d) Dividimos toda la ecuacion entre 4.
2

(x + 1) 4(3/—%) 4
z T 4 4

2

(x+1)2+(y—%)

=1
4 1

e) Obtengamos los elementos a partir de la ecuacion anterior.
Busquemos el valor de c:

c=+va?—-b2=V4-1=+3
Excentricidad:
_c_V3
*TadT 2
Ejes
Mayor 2a = 4
Menor 2b = 2
Focal 2c = 23
2b? 2(1)
Ladorecto—=——=1
a 2
Centro:
(-13)
"2
Focos:
1 1
(-1-3.3) y(-1+35)
Vértice:

Extremos eje menor
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Ejemplo aplicado

La Luna gira alrededor de la Tierra siguiendo una orbita eliptica, con la Tierra en uno de sus focos. La
excentricidad 0.055 y la longitud del eje mayor de esta orbita es de 468 972 millas. ; Cudl es la distancia
mas cercana de la Tierra a la Luna?

Solucién:

Los datos que tenemos de la elipse son:

e = 0.055
2a = 468972
Entonces
468972
a= > = 234486
c
e = E; c =exa = 0.055%*234486 = 12896.73
a? = b2 + 2% b =+ a? — c2 = /2344862 — 12896.73% = 221589.27
Resultado:
b = 221589.27 millas
Actividad 5.1
Instrucciones

1. Resuelve correctamente cada uno los siguientes ejercicios que a continuacién se te
presentan.

2. La soluciéon la puedes hacer en la libreta que tengas destinada para la asignatura.
Recuerda haber realizado un separador de bloque para llevar un control del mismo. En
el caso de no contar con una libreta para la asignatura, puedes realizarlos en hojas
reciclables o en blanco, exclusivos para esta seccion.

3. Para las graficas puedes hacer uso de Geogebra en su versién moévil o de escritorio
para corroborar que la ecuacién obtenida sea la correspondiente al problema.

Ejercicios:

1. Determina las coordenadas de los vértices y focos, las longitudes de los ejes mayor y
menor, la excentricidad y la longitud de cada uno de sus lados rectos de la elipse
correspondiente. Al final trazar la grafica de estos en planos separados.

a) 9x% +4y* =36
b) 16x2 + 25y% = 400

2. Los vértices de una elipse son los puntos (0, 6), (0, -6) y sus focos son los puntos (0, 4),

(0, -4). Determinar su ecuacion.
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Determinar la ecuacién de la elipse cuyos focos son los puntos (2, 0), (-2, 0) y su
excentricidad es igual a 2/3.

Los focos de una elipse son los puntos (3, 0), (-3, 0), y la longitud de uno cualquiera de
sus lados restos es igual a 9. Determinar la ecuacién de la elipse.

Los focos de una elipse son los puntos (-4, -2) y (-4, -6) y la longitud de cada lado recto
es 6. Determinar la ecuacion de la elipse, las coordenadas de sus focos y su
excentricidad.

Los vértices de una elipse son los puntos (1, -6) y (9, -6) y la longitud de cada lado recto
es 9/2. Determinar la ecuaciéon de la elipse, las coordenadas de sus focos y
excentricidad.

Los focos de una elipse son los puntos (3, 8) y (3, 2) y la longitud de su eje menor es 8.
Determinar la ecuacién de la elipse, las coordenadas de sus vértices y su excentricidad.
El Centro de una elipse es el punto (-2, -1 y uno de sus vértices es el punto (3, -1). Si la
longitud de cada lado recto es 4, determinar la ecuacion de la elipse, su excentricidad,
las coordenadas de sus focos.

Reduce cada una de las ecuaciones ordinarias de la ecuacién de una elipse, y
determinense las coordenadas del centro, vértices y focos, las longitudes de los ejes
mayor y menor, y la de cada lado recto y la excentricidad.

a) x2+4y*—6x+16y+21=0

b) 4x*+9y?+32x— 18y +37 =0

Evaluacidon

e Esta actividad sera evaluada con el instrumento de evaluacién ntimero 12

VALORANDO MI AVANCE

Para concluir, contesta en tu libreta las siguientes preguntas con respecto de lo que aprendiste en este

bloque:

e ;Qué estoy aprendiendo?

e En qué aprendizajes esperados atin tengo
dificultades?

e ;Qué acciones puedo realizar para mejorar
mi desempefio?

e ,Qué estrategias de estudio me han
funcionado en este bloque?
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INSTRUMENTOS PARA EVALUACION

Instrumento 1. Lista de cotejo para evaluar las actividades del bloque cero

Nombre del alumno: Semestre y Grupo:

Nombre del docente: Fecha:

Lista de cotejo

Realiza la siguiente autoevaluacion de tu desempefio en el bloque cero, considera los criterios de la
lista de cotejo marca con una X de acuerdo con los siguientes niveles:

1= necesito ayuda 2=Puedo hacerlo solo 3=Puedo ayudar a otros
AUTOEVALUACION Nivel
Criterios 1 2 3

Calcula expresiones numéricas sencillas con nimeros enteros y racionales,
aplicando correctamente las reglas de los signos y signos de agrupacion.
Identifica un binomio al cuadrado y un TCP

Utiliza correctamente la técnica para completar el trinomio cuadrado
perfecto

Identifica en un triangulo rectdngulo los catetos y la hipotenusa y emplea el
teorema de Pitdgoras en la solucién de ejercicios

Resuelve ejercicios en los cuales se despeja una variable de una expresion
algebraica, usando la transposicién de términos

Resuelve sistemas de ecuaciones con dos incégnitas mediante el método
algebraico: reduccién (suma y resta)

Resuelve sistemas de ecuaciones con tres incégnitas mediante métodos:
reduccion (suma y resta) y determinantes

(Qué puedo hacer para mejorar?
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Instrumento 2. Lista de cotejo para evaluar la actividad 1 del bloque uno

Conocimientos: Lugar geométrico de lineas rectas

Asignatura: Matematicas III
y curvas/ Sistemas de Coordenadas rectangulares &

Aprendizaje esperado: Usa los conceptos basicos | Atributos: 1.1 Enfrenta las dificultades que se le
de la Geometrfa Analitica promoviendo el | presentan y es consciente de sus valores, fortalezas y
pensamiento reflexivo y légico como una nueva | debilidades / 4.1 Expresa ideas y conceptos mediante
forma de interpretar su entorno espacial; | representaciones lingtiisticas, matematicas o graficas.
contribuyendo a la construcciéon de nuevos
conocimientos que aplique en su vida cotidiana.

Nombre del alumno: Semestre y Grupo:

Nombre del docente: Fecha:

Lista de cotejo

Actividad de aprendizaje: lugar geométrico de lineas rectas y curvas sistemas de coordenadas
rectangulares
Criterios de Evaluacion Escala de valoracion
Puntos | Si | No Observ.

Tiene orden y limpieza 10

Entreg6 en tiempo y forma 10

Copi6 y resolvié la actividad en su libreta 20

Ubico correctamente los puntos en el plano cartesiano 20

Uni6 correctamente los puntos e identificé la figura 20

Comprendio6 el tema de plano cartesiano 20

Calificacion obtenida
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Instrumento 3. Lista de cotejo para evaluar la actividad 2 del bloque uno.

Conocimientos: Segmentos rectilineos / Distancia
entre dos puntos/ Divisién de un segmento en una
razén dada.

Asignatura: Matematicas III

Aprendizaje esperado: Usa los conceptos bésicos
de la Geometrfa Analitica promoviendo el
pensamiento reflexivo y légico como una nueva
forma de interpretar su entorno espacial;
contribuyendo a la construcciéon de nuevos
conocimientos que aplique en su vida cotidiana.

Atributos: 1.1 Enfrenta las dificultades que se le
presentan y es consciente de sus valores, fortalezas y
debilidades / 4.1 Expresa ideas y conceptos mediante
representaciones lingtiisticas, matematicas o graficas.

Nombre del alumno:

Semestre y Grupo:

Nombre del docente:

Fecha:

Lista de cotejo

Actividad de aprendizaje: CONCEPTOS BASICOS SOBRE RECTAS, SEGMENTOS

Criterios de Evaluacién

Escala de valoracion

Puntos | Si | No Observ.
Tiene orden y limpieza 10
Entrego6 en tiempo y forma 10
Halla correctamente la distancia entre dos puntos 10

Halla correctamente el valor de la incoégnita faltante en la | 20

coordenada

Halla correctamente la razén y el punto razén en un | 20

segmento de recta

Identifica correctamente si los puntos son colineales 10

Identifica correctamente los triangulos

equilatero o isésceles hallando la distancia de sus lados

escaleno, | 10

Copid y resolvio los ejercicios en la libreta

10

Calificacion obtenida
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Instrumento 4. Lista de cotejo para evaluar la actividad 3 del bloque uno

Conocimientos: Perimetros y dreas de figuras en el
plano.

Asignatura: Matematicas III

Aprendizaje esperado: Emplea el célculo de
perimetros y éreas en el plano cartesiano para
resolver creativamente, problematicas de su
contexto

Atributos: 1.1 Enfrenta las dificultades que se le
presentan y es consciente de sus valores, fortalezas y
debilidades / 4.1 Expresa ideas y conceptos mediante
representaciones lingiiisticas, matematicas o graficas.

Nombre del alumno:

Semestre y Grupo:

Nombre del docente:

Fecha:

Lista de cotejo

Actividad de aprendizaje: PERIMETROS Y AREAS DE FIGURAS EN EL PLANO

Criterios de Evaluacién

Escala de valoracion

Puntos | Si | No Observ.
Tiene orden y limpieza 10
Entreg6 en tiempo y forma 10
Grafica correctamente los vértices del poligono. 10
Descompone el poligono en tridngulos correctamente 15

Halla correctamente el &rea del poligono con la férmula | 15

de Heron.

Aplica correctamente la formula de distancia entre dos | 5

puntos

Emplea correctamente la regla de Sarrus para hallar 4rea | 15

del poligono
Expresa correctamente el resultado obtenido. 10
Copi6 y resolvio los ejercicios en la libreta 10

Calificacion obtenida
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Instrumento 5. Lista de cotejo para evaluar las actividades 1.1 y 1.2 del bloque dos

Conocimientos: razén de cambio / pendiente /
condiciones de paralelismo y perpendicularidad / | Asignatura: Matematicas III
angulo entre dos rectas

Aprendizaje esperado: Calcula la pendiente, el | Atributos: 4.1 Expresa ideas y conceptos mediante
angulo de inclinacién y el angulo entre dos rectas, | representaciones lingiiisticas, matematicas o graficas.

promoviendo la creacién de nuevos conocimientos
que favorezca la toma de decisiones consciente e
informada ante problematicas cotidianas en su

entorno.
Nombre del alumno: Semestre y Grupo:
Nombre del docente: Fecha:

Lista de cotejo

Se coloca 1 si cumplioé con el criterio de evaluaciéon y 0 si no cumplié, posteriormente se
multiplica por la ponderacion y se anexa el resultado en total, posteriormente se suma los totales
para obtener el puntaje total.

Criterios de evaluacion Cumple Ponderacion Total
Si=1 | No=0
La actividad se entreg6 en tiempo y forma 5
La actividad tiene en la parte superior derecha los 5
datos del alumno (Nombre, Grupo, Fecha)
Los ejercicios estdn enumerados correctamente. 5
El alumno describe el procedimiento para calcular la 40

pendiente, el 4ngulo de inclinacién y el dngulo de dos
rectas de los ejercicios propuestos

El alumno distingue entre rectas paralelas y 20
perpendiculares mediante el analisis de las pendientes

El alumno calcula correctamente el 90-100% de los 20

ejercicios propuestos

La actividad se encuentra limpia y sin tachaduras 5
Total:

Observaciones:

Instrumento 6. Lista de cotejo para evaluar la actividad 2 del bloque dos
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Conocimientos: Formas de la ecuacion de la
recta/ punto-pendiente/Dos puntos/Pendiente-
Ordenada/Simétrica/General/Normal/Distancia
de un punto a una recta

Asignatura: Matematicas III

Aprendizaje esperado: Emplea las diferentes
formas de la ecuacién de la recta favoreciendo su
pensamiento critico y el trabajo metédico en la
resolucién de situaciones del ambiente que lo
rodea.

Atributos: 5.1 Sigue instrucciones y procedimientos de
manera reflexiva, comprendiendo como cada uno de
sus pasos contribuye al alcance de un objetivo

Nombre del alumno:

Semestre y Grupo:

Nombre del docente:

Fecha:

Lista de cotejo

Se coloca 1 si cumplié con el criterio de evaluacién y 0 si no cumpli6, posteriormente se
multiplica por la ponderacién y se anexa el resultado en total, posteriormente se suma los totales

para obtener el puntaje total.

Criterios de evaluacion Cumple Ponderacion Total
Si=1 | No=0
La actividad se entreg6 en tiempo y forma
5
La actividad tiene en la parte superior derecha los 5
datos del alumno (Nombre, Grupo, Fecha)
Los ejercicios estan enumerados correctamente. 5
El alumno identifica correctamente la ecuacién de la 40
recta a utilizar en cada problema.
El alumno desarrolla las ecuaciones correctamente 20
hasta llegar a la ecuacién general
El alumno realiza correctamente la gréfica de cada 20
ecuacion en una hoja cuadriculada, utilizando su juego
de geometria.
La actividad se encuentra limpia y sin tachaduras 5
Total:

Observaciones:
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Instrumento 7. Lista de cotejo para evaluar la actividad 3 del bloque dos

Conocimientos: Distancia de un punto a una recta | Asignatura: Matematicas I1I

Aprendizaje esperado: Emplea las diferentes | Atributos: 5.1 Sigue instrucciones y procedimientos de
formas de la ecuacién de la recta favoreciendo su | manera reflexiva, comprendiendo como cada uno de
pensamiento critico y el trabajo metédico en la | sus pasos contribuye al alcance de un objetivo

resolucién de situaciones del ambiente que lo

rodea.
Nombre del alumno: Semestre y Grupo:
Nombre del docente: Fecha:

Lista de cotejo

Se coloca 1 si cumplié con el criterio de evaluacién y 0 si no cumpli6, posteriormente se
multiplica por la ponderacion y se anexa el resultado en total, posteriormente se suma los totales
para obtener el puntaje total.

Criterios de evaluacion Cumple Ponderacion Total
Si=1 | No=0
La actividad se entreg6 en tiempo y forma 5
La actividad tiene en la parte superior derecha los datos 5
del alumno (Nombre, Grupo, Fecha)
Los ejercicios estan enumerados correctamente. 5
El alumno utiliz6 y desarroll6 correctamente la férmula 40

de la distancia de un punto a una recta

El alumno expresa correctamente el resultado obtenido. 20
El alumno construye adecuadamente la grafica que 20
representa la distancia solicitada.
La actividad se encuentra limpia y sin tachaduras 5
Total:

Observaciones:
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Instrumento 8. Lista de cotejo 3.1. Rectas y segmentos de la circunferencia del bloque tres

Conocimientos: Lugar geométrico de la
circunferencia.

Asignatura: Matematicas III

Aprendizaje esperado: Aplica los conocimientos
sobre la circunferencia y sus elementos, externando
un pensamiento critico y reflexivo para solucionar
diferentes problematicas de su entorno

Atributos: 4.1 Expresa ideas y conceptos mediante
representaciones lingiiisticas, matematicas o graficas /
5.1 Sigue instrucciones y procedimientos de manera
reflexiva, comprendiendo como cada uno de sus pasos
contribuye al alcance de un objetivo

Nombre del alumno:

Semestre y Grupo:

Nombre del docente:

Fecha:

Lista de cotejo

Se coloca 1 si cumplié con el criterio de evaluacién y 0 si no cumpli6, posteriormente se

multiplica por la ponderacién y se anexa el resultado en total, posteriormente se suma los totales

para obtener el puntaje total.

Criterio SI NO Ponderacion Total

Utiliza colores diferentes para cada recta, 10

segmento y punto

Identifica de manera clara la diferencia entre recta 30

y segmento

Clasifica correctamente las rectas y segmentos 30

Entrega en tiempo y forma 10

Presenta el trabajo de manera limpia y ordenada 10

Contiene los datos de identificacion del estudiante 10

Calificacion final

Observaciones:
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Instrumento 9. Lista de cotejo 3.2. Ejercicios de las ecuaciones de la circunferencia del bloque tres

Conocimientos: Ecuacién de la circunferencia/
Forma ordinaria con centro en el origen y fuera de
él/ Forma general/ Ecuacién de la circunferencia
que pasa por tres puntos.

Asignatura:

Matematicas III

Aprendizaje esperado: Aplica los conocimientos | Atributos: 4.1 Expresa ideas y conceptos mediante
sobre la circunferencia y sus elementos, externando | representaciones lingiiisticas, matematicas o graficas /
un pensamiento critico y reflexivo para solucionar | 5.1 Sigue instrucciones y procedimientos de manera
diferentes problematicas de su entorno reflexiva, comprendiendo como cada uno de sus pasos

contribuye al alcance de un objetivo

Nombre del alumno:

Semestre y Grupo:

Nombre del docente:

Fecha:

Lista de cotejo

Se coloca 1 si cumpli6 con el criterio de evaluacion y 0 si no cumplio, posteriormente se multiplica
por la ponderacién y se anexa el resultado en total, posteriormente se suma los totales para obtener

el puntaje total.

Criterio SI | NO | Ponderaciéon | Total
Comprende el problema y lo transforma en un proceso que 10
involucra la ecuacién de la circunferencia y sus elementos.
Identifica correctamente la relacion entre el contexto y el 10
concepto de la geometria analitica.
Establece un proceso adecuado para la determinacion de la 10
ecuacion de la circunferencia con los datos proporcionados
Relaciona de manera correcta la representacién gréfica con la 10
ecuacion que le corresponde.
Determina de manera apropiada, desde las condiciones del 10
problema, la ecuacion de la circunferencia.
Identifica y/o determina correctamente las coordenadas del 10
centro.
Identifica y/o determina correctamente la longitud del radio. 10
Interpreta el significado del centro y radio en el contexto del 5
problema.
Justifica de manera correcta la respuesta con procedimientos 10
claros y completos
La actividad fue entregada en tiempo y forma. 5
La grafica es realizada correctamente, sefiala centro y radio. 10

Calificacion Total

Observaciones:
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Instrumento 10. Lista de cotejo para evaluar la actividad 1 del bloque cuatro

Conocimientos: Lugar geométrico de la parabola. /
Definicién, elementos y trazado de la parabola /
Ecuacién ordinaria de pardbolas verticales y
horizontales con vértice en y fuera del origen.

Asignatura: Matematicas III

Aprendizaje esperado: Construye mediante la | Atributos: 4.1 Expresa ideas y conceptos mediante
pardbola y sus elementos. soluciones creativas a | representaciones lingtiisticas, matematicas o graficas
problemaéticas del medio que lo rodea.

Nombre del alumno: Semestre y Grupo:

Nombre del docente: Fecha:

Lista de cotejo

INSTRUCCIONES: En registro de cumplimiento marca con una palomita los indicadores que estés
cumpliendo o no estés cumpliendo, en caso de que no se haya cumplido con el indicador, escribe el
motivo en la columna de observaciones. Para obtener la calificacién final deberas sumar la columna de
registro de cumplimiento.

INDICADORES DE DESEMPENO REGISTRO DE OBSERVACIONES

No A EVALUAR VALOR | CUMPLIMIENTO
SI NO
1 | Eltrabajo tiene hoja de presentacién 5
» Da evidencia de la comprension 20
adecuada del concepto de la parédbola.
Demuestra dominio y conocimiento de
3 | los parametros o elementos de la 20

parébola.

Para el llenado de la tabla, encuentra
de manera correcta los valores
solicitados y sus procedimientos para
hallarlos son correctos.

Realiza la representacion gréfica de los
ejercicios proporcionados.

Tiene un 90-100 % de los resultados de
manera correctos.

El trabajo es entregado en tiempo y
forma a través de classroom o
WhatsApp, segtin las indicaciones del
docente.

20

CALIFICACION FINAL
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Instrumento 11. Lista de cotejo para evaluar la actividad 2 bloque cuatro

Conocimientos: Lugar geométrico de la parabola. /
Definicién, elementos y trazado de la parabola /
Ecuacién ordinaria de parabolas verticales y
horizontales con vértice en y fuera del origen.

Asignatura: Matematicas III

Aprendizaje esperado: Construye mediante la | Atributos: 4.1 Expresa ideas y conceptos mediante
pardbola y sus elementos. soluciones creativas a | representaciones lingtiisticas, matematicas o graficas
probleméticas del medio que lo rodea.

Nombre del alumno: Semestre y Grupo:

Nombre del docente: Fecha:

Lista de cotejo

INSTRUCCIONES: En registro de cumplimiento marca con una palomita los indicadores que estés
cumpliendo o no estés cumpliendo, en caso de que no se haya cumplido con el indicador, escribe el
motivo en la columna de observaciones. Para obtener la calificacién final deberas sumar la columna de
registro de cumplimiento.

INDICADORES DE DESEMPENO REGISTRO DE OBSERVACIONES

No A EVALUAR VALOR | CUMPLIMIENTO
SI NO

1 | Eltrabajo tiene hoja de presentacién 5
Resuelve de manera correcta las

2 | factorizaciones y binomios al 20
cuadrado.
Aplica de manera correcta las férmulas

3 | y elementos de la parabola para la 20

resolucién de los ejercicios.
Resuelve de manera correcta las
operaciones con fracciones y

4 . . 20
operaciones que involucren las leyes
de los signos.

5 Realiza la representacién gréfica de los o0

ejercicios proporcionados.

Tiene un 90-100 % de los resultados de
manera correctos.

El trabajo es entregado en tiempo y
forma a través de classroom o
WhatsApp, segtin las indicaciones del
docente.

CALIFICACION FINAL
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Instrumento 12. Lista de cotejo para evaluar la actividad 2 bloque cuatro

Conocimientos: Lugar geométrico de la elipse /
Definicién de elementos y trazado de elipse /
Ecuacién de la elipse: Ordinaria verticales y
horizontales con centro dentro y fuera del origen;
Ecuacién general de la elipse.

Asignatura: Matematicas III

» Aprendizaje esperado: Emplea la elipse y sus
elementos para solucionar colaborativamente
problemadticas en su vida cotidiana.

Usa modelos elipticos de manera reflexiva,
para obtener la ecuacién ordinaria y

Atributos: 4.1 Expresa ideas y conceptos mediante
representaciones lingtiisticas, matematicas o gréficas. /
52 Ordena informacién de acuerdo a categorias,
jerarquias y relaciones. / 7.1 Definir metas y da
seguimiento a sus procesos de construccién de

transformarla a la general, en situaciones de su
contexto.

conocimiento.

Nombre del alumno:

Semestre y Grupo:

Nombre del docente: Fecha:
Lista de cotejo
PRESENTACION
INDICADORES CUMPLE PONDERACION
1. Seentrega de manera limpia y ordenado el trabajo. Si( ) No( 5%
2. El trabajo es entregado en tiempo y forma. Si( ) No( 5%
3. Contiene los datos del estudiante: Nombre completo, Si( ) No( 5%
tarea #, fecha, semestre y grupo.
4. No se encuentra la teoria combinada con los resultados Si( ) No( 5%
de los ejercicios.
Total: Maximo 20%
RESOLUCION
1. Los ejercicios presentan una solucién matematica Si( ) No( 5%
mediante pasos ordenados.
2. Se presentan todos los procesos de solucién del ejercicio Si( ) No( 5%
completo.
3. Los resultados son remarcados al final de cada ejercicio Si( ) No( 5%
para su verificacién.
4. Se hacen las construcciones graficas en los ejercicios que Si( ) No( 5%
asi lo ameritan o lo indican en las instrucciones.
5. Las operaciones se presentan de manera condensada, Si( ) No( 5%
sin tantos pasos, haciendo alusién al uso de la
calculadora (cientifica o del teléfono celular).
6. Hace las interpretaciones pertinentes en cada uno de los Si( ) No( 5%
ejercicios que lo solicite.
Total: Maximo 30%
VERIFICACION DE CADA EJERCICIO
El profesor se encargara de llevar a cabo una revision de cada
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uno de los resultados y procedimientos completos para poder
asignar una puntuacién maximo del 50%. Todo esto dependera
de los siguientes rubros:

a) Procedimiento (el profesor tiene la decisién de
contemplar puntos parciales o no por tener un proceso
correcto)

b) Resultado (el profesor tiene la decisién de contemplar
puntos parciales por respuesta incorrecta, pero
procedimiento correcto, por unidades o variaciones en
las numeraciones)

c) Ponderacion del 50% a cada uno de los ejercicios de
cada actividad, segin la complejidad que esté presente.

Total: 50% maximo

Presentacion

Resolucion

Verificaciéon

Total:
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ANEXOS

Anexo 1. Manual de descarga de Geogebra

Geogebra es un software libre del drea de matematicas, mundialmente utilizado por los estudiantes de
bachillerato, incluso de cualquier nivel educativo, ya que es un software intuitivo que te permite
realizar graficas, construir figuras geométricas, realizar calculos algebraicos, estadisticos y con un
potencial enorme para acompafar tu proceso de aprendizaje. Estd dividida en varias secciones, para
abordar contenidos relacionados a las asignaturas de &lgebra, calculo, geometria, probabilidad,
incluso tiene graficas en 3D con Realidad Aumentada que te permitirdn visualizar elementos
matematicos en un nivel fantastico

En esta asignatura y en las posteriores, puedes utilizar esta herramienta como apoyo para el
aprendizaje de los conocimientos que se abordardn, necesitards tiempo para dominar todas sus
funciones, pero con un poco de esfuerzo lo lograras y terminaras adorandola.

Esta disponible de manera gratuita, la cual podras descargar a través de un navegador en tu
computadora o en tu dispositivo mévil (compatible con Android e IOS).

Ahora te ensefiaremos coémo descargarla en ambos dispositivos (computadora y mévil), para lo cual
necesitaras conectarte a Internet.

Ingresa desde el navegador Chrome a https://www.geogebra.org/download?lang=es

N

n Ubica la aplicacion Geogebra 5.0y da click en descargar

Descargar Aplicaciones GeoGebra

Aplicaciones GeoGebra gratuitas para iOS, Android, Windows, Mac, Chromebook y Linux

Calculadora gréfica Calculadora 3D
Grafica funciones, resuelve ecuaciones y representa Grafica funciones 3D, superficies y objetos 3D con
datos gratis con GeaGebra GeoGebra Graficador 3D

DESCARGAR INICIO DESCARGAR INICIO
Geometria GeoGebra Clasico 6
Haz circulos, angulos, transformaciones y mas. jGratis Aplicaciones gratuitas para geometria, hoja de calculo,
con GeoGebra Geometrial probabilidad y CAS

DESCARGAR INICIO DESCARGAR INICIO

Calculadora CAS I GeoGebra Clasico 5 I
X: Resuelve ecuaciones, desarrolla y factoriza, halla Q Aplicaciones gratuitas para geometria, hOJI de calculo,

derivadas e integrales probabilidad y CAS

DESCARGAR ﬂ( o] \‘Q:QRGAP I

- S
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Guarda el archivo de descarga en tu
escritorio, en los siguientes minutos

comenzara la descarga

& Guardar como

Organizar *
&= Imdgenes
COBAQROO o
- Google Drive #
20218

I3

Curso propedeu
Logos bachillere:
PLANEA 2021

@ OneDrive

= Este equipo

Nombre de archivo:

A Ocultar carpetas

Py

1 M > Esteequipo » Escritorio » v O O Busa

Nueva carpeta
Nombre

€3 GeoGebra-Windows-Installer-5-0-639-0

Yo

Visitas académicas canceladas
USB negro

Taller de Logistica IVF

Semana fortalecimiento
Secuencias didécticas revisadas
Sat firma 2021

Respuesta a SEQ

ar en Escritorio

Windows-Installer-5

Tipo: | Application

N

¥ GeoGebra Classic §

B~

» Vista Algebraica

rd

B En el escritorio de tu computadora, da
click en el archivo que se descarg6 y sigue

las instrucciones de instalacion

iListo! La aplicacién ya puede ser usada

- =] *
Archivo Edicién Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesian
o/l e Bl =
91) = (G P N B B 7
X | b Vista Grafica x
6
4
3
1
i h 2 4 | ERRRE JRRSE JNNSE ) [ IRNEE JNSSE JNESE "RENE (RESL 1314 15 18 17 18 13 30 21 3 22 35 38 3
q
-2
-3
-4
-
=
-5
-

Entrada:
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= Ingresa desde la tienda Google Play Store (Android) o App store (I0S)

wiTeLcEL 5 P selecciona el icono para abrirla

n Busca la aplicacion Geogebra Suite g Una vez instalada la app en tu celular,

Q) geogebra suite © Cancelar

all TELCEL &

GeoGebra

b -
- B

B Selecciona la aplicacién de matematicas n iListo! La aplicacion ya puede ser
que utilizaras usada

all TELCEL & 17:48 @ 28% 01

X

all TELCEL =

Selecciona
calculadora GeoGebra

N &

+  Entrada
& I

Calculo
Geometria Simbélico
(CAS)
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